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Wstep 

Ksiazka zamyka serie podrecznik6éw dla uczniéw szk6t srednich przygotowuja- 

cych sie do matury w zakresie rozszerzonym. 

W pierwszym rozdziale przypominamy i utrwalamy wiadomosci dotyczace 

dziatan na potegach i logarytmach. Wprowadzamy pojecie funkcji wyktadniczej 

ifunkcji logarytmicznej. Uczymy rozwiazywa¢ réwnania oraz nieréwnosci wy- 

ktadnicze i logarytmiczne. Pokazujemy ich zastosowanie w rozwiazywaniu zadan, 

w tym rowniez zadan praktycznych. Rozdziat drugi poswiecony jest elementom 

analizy matematycznej. Omawiamy w nim pojecie granicy funkcji i wtasnosci funk- 

cji ciaglych. Nastepnie zajmujemy sie pochodna (gtownie wielomianow i funkcji 

wymiernych) i zastosowaniem pochodnej w rozwiazywaniu zadan. Do zastoso- 

wan pochodnej powracamy jeszcze w rozdziale dotyczacym geometrii analitycznej 

iw rozdziale dotyczacym geometrii przestrzennej. W trzecim rozdziale porzadku- 

jemy i uzupetniamy wiedze dotyczaca geometrii analitycznej na ptaszczyznie. Poru- 

szamy m.in. zagadnienia dotyczace wektorow, rdwnania prostej i rownania okregu. 

Kolejny rozdziat sktada sie z dwoch zasadniczych czesci. W pierwszej omawiamy 

metody zliczania obiekt6w w prostych i bardziej ztozonych sytuacjach kombina- 

torycznych. W drugiej - zajmujemy sie rachunkiem prawdopodobienstwa, w tym 

prawdopodobienstwem warunkowym i niezaleznosciq zdarzen. Nastepnie oma- 

wiamy glOwne parametry statystyczne oraz ich interpretacje. Ostatni rozdziat za- 

wiera usystematyzowanie i uzupetnienie wiedzy dotyczacej figur przestrzennych. 

Przy okazji przypominamy wiele informacji z geometrii ptaskiej i trygonometrii. 

Kazdy temat koncza zadania do samodzielnego rozwiazania (zatytulowane 

SprawdzZ, czy rozumiesz). 

Na koncu podrecznika znajdujq sie odpowiedzi do wiekszoSci zadan oraz skoro- 

widz wazniejszych terminow wystepujacych w podreczniku. 

Autorzy 



‘ inkcja wykiadnicza 

funkcja logarytmiczna 

Potega o wyktadniku rzeczywistym - powtorzenie 

W klasie pierwszej poznates definicje potegi o podstawie rdéznej od zera i wyktad- 

niku catkowitym ujemnym: 

i! 
e a “nr ,gdzien e N,iae R- {0}. 

: Z def a 

Wiesz, ze mozna okresli¢ potege o dowolnym wyktadniku wymiernym: 

eq = a) ,gdziea>0,n E€ N-({0, 1},m S N, 

m 

° a” = =, gdzie a> 0,n e N—-{0,1},meN,. 
z def. @ 

Ce 

Dowiedziates sie rdwniez, ze istnieje potega o podstawie dodatniej i wyktadniku 

rzeczywistym oraz prawdziwe jest nastepujace twierdzenie dotyczace dziatan na 

potegach. 

e Jeslia, b sq dodatnimi liczbami rzeczywistymi, x, y- dowolnymi liczbami rzeczy- 

wistymi, to: 

ka sae =a 

ENO Y cao 

3) (a*y =qQr y 

4) a‘. b*=(a-b)* 

Ponizsze przyktady pomoga Ci powtorzyc i utrwali¢ wczesniej zdobyta wiedze. 

Przyktad 1. 
9) je —6 

Obliczymy, ile procent liczby US eee stanowi liczb anaes pile E nowi liczba 
625-5° Br 

Oznaczmy pierwsza liczbe przez a, druga - przez b. Mamy: 

15:5" 42457 3-535 42.5> _8p5) 62'S 28 oe 
625°5° as Bone 510 = Fei 

3744.36 pas A a (5+3) “ 

me tel Vis 23) ee 
oe ae 2) ee 3 



Potega o wyktadniku rzeczywistym — powtorzenie 

Otrzymalismy: 

G— Je 0lazZ p= = 

wiec 

Liczba b stanowi 6 % liczby a. 

Przyktad 2. 
Ae 

i ag 
Obliczymy wartos¢ wyrazenia 9? (33) as 3125 

i 1 
1 i 5 mr ie 3 3 cs 

92 (33) — 81! - 5-2] - (f81)'=3- J -3° Seep yet 
8 8 27 3 

WartoS¢ wyrazenia jest rowna —25. 

Przyktad 3 4 

Zapiszemy podane wyrazenia w postaci poteg, ktorych podstawg jest liczba natu- 

ralna: 

a) 5: 32 6.32 b) 5/5V5 

Ad a) Zauwaz, ze 6 =2 - 3, zatem 

Z 2 ps ® U Fe u Z 
ak (aie Sh palcny © 74 re Rayo Gers PA eel ei ee PACE 

Korzystamy z prawa rozdzielnosci mnozenia wzgledem odejmowania i wytaczamy 

wspolny czynnik poza nawias: 
7 Uf 7 ‘) 

7 = — — a 

es ee ceo) 3 sas 

Ad b) Dane wyrazenie zapisujemy za pomoca poteg: 

6 
il ; i |p 1 

i NS 3 \3 eel 

G5 5S s[5-5"] = 5 -[55 3 



10 1. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna 

esLeb Utes 
Wiadomo, ze 2,51 jest przyblizeniem liczby 10°* z zaokragleniem do dwoch miejsc 

ae 

po przecinku. Wyznaczymy przyblizenie liczby 10 5 z zaokragleniem do dwoch 

miejsc po przecinku. 

Zauwazamy, Ze: 

3 

1052 =110°% 510 ezatem 
3 

LOR Zt 0=— 0752025 

2 
Liczba 10 ° jest rowna w przyblizeniu 0,25. 

Przyktad 3. 

Poréwnamy liczby: 

ales 2) Ola one: 

v) (4°)* oar |(3-V2)" (3+ 2)” 
Cc) 3”? oraz 2%? 

Ad a) Zapisujemy liczbe 3'* — 2'® za pomoca liczby 3° + 2°, korzystajac ze wzoru na 
potege potegi i wzoru skréconego mnozenia na réznice kwadratow. Otrzymujemy: 

312 _ 718 — (Bo)2 - (277 = (38 vA 22) (3° a 22) 

Teraz wystarczy oszacowac wartos¢ wyrazenia 3° — 2°. 

Wyrazenie 3° — 2” zapisujemy w postaci réznicy szescianéw i stosujemy wzor skr6- 

conego mnozenia a? — b? = (a— b)(a* + ab + b’). Mamy: 

3° — 29 = (37)? — (27)? = 9° —-8° = (9-8) - (97+ 9-84 87) =974-9.8+9251 

Zatem liczba 3” — 2!8 jest wieksza od liczby 3° + 2°. 

Ad b) Najpierw pierwsza liczbe zapisujemy w postaci potegi 0 podstawie 2. 

v8 V3-v3 3 
ees fp t 7: 

Teraz druga liczbe zapisujemy w prostszej postaci, korzystajac ze wzoru na iloczyn 
poteg o tych samych wyktadnikach oraz ze wzoru skréconego mnozenia na réznice 
kwadratow. 

3 

(6-8) (048)"]' = [[6- 2) Orsay) - 
= 3 -(v2)'] = (9-2) =7° 

2 



Potega o wyktadniku rzeczywistym — powtdrzenie aT 

Liczba (3 = oy (3 + Oy i jest wieksza od liczby (4 ye 

Ad c) Liczby 3°42 sq dodatnie. Podnosimy obie liczby do potegi 34 otrzymu- 
jemy: 

(3)" =3% oraz (28)" =2'=8 
Wiadomo, ze 

V6 >2 (bo V6 > V4), wiec ae ss OF zatem (3% y > |e i czyli 

37 

Liczba 3% jest wieksza od liczby Be 

Przyktad 6. 

i 1\2 
Wykazemy, ze liczba c fe | - c sa Jhoay jest liczba catkowita. 

Zamieniamy potegi na pierwiastki, wowczas dana liczba ma posta¢é 

V4 — 23 - 4+ 2v3 

Zauwazmy, ze jest to liczba ujemna, bo 

Uh EN aN oB e) 

Oznaczmy dang liczbe przez x i obliczmy kwadrat tej liczby x, korzystajac ze wzoru 

skréconego mnozenia (a — b)*= a*— 2ab + b*. Mamy: 

x? =(4—-28 - 4428) = 

=(Ja— 283) -2J4 28-4 2083 +(la+28) = 

= 4~2V3 ~2-,|(4 -2v3)(4+2v3) +4 +208 = 

=8-2,/47-(2V3) =8-2/16-12 =8-2V4 =8-4=4 

Otrzymalismy, ze x’ = 4 ix < 0, wiec x =—2. 
1 1 

1 \2 1\2 
Liczba c —2-3? | = [4 +2-3? jest rowna —2, jest wiec liczba catkowita. 



1. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna 

Przyktad 7. 

Udowodnimy, ze liczba 9 + 80 + lo A OD jest rowna 3. 

Oznaczamy dana liczbe jako x i otrzymujemy réwnanie: 

Ka Os 80 44/9 4/80 

Podnosimy obie strony r6wnania do szescianu (po prawej stronie stosujemy wzor 

skréconego mnozenia (a + b)? = a? + 3a’b + 3ab? + b’). 

v= (9+ V0 + 9 - Jeo) 

x9=9 + (80 +3-3/(9 + 80) {9-80 + 3-49 + 80 - (9/80) nO 30 

Nastepnie korzystamy z prawa dziatan na pierwiastkach fa -3/b = Jab i otrzymu- 

jemy: 

x3=184 3i|(9 - V0) (9- a0) + 33|(9 + va0)(9- a0) 

Zauwaz, ze wyrazenia podpierwiastkowe mozemy zapisa¢ w prostszej postaci, ko- 

rzystajac ze wzoru skr6conego mnozenia na rdznice kwadratow: 

(9+ 80) (9 - /80) = (9 + /80)(9 + 80) (9 - V80) = (9+ ¥80)(81 -80) = 9 + V80 

Podobnie mozna stwierdzic¢, ze (9 TE) \(9 90. r= 9— 80 (sprawdz!). 

Otrzymujemy rownanie: 

x3=18 + 33/94/80 +3%/9- /80 

x= 18+3(J9+ J80 + 9-0 | 

Ale lo + /80 + alg - /80 = x, wiec rownanie ma posta¢ x?= 18 + 3x, czyli 

x3—3x-18=0 

Lewq strone rownania rozktadamy na czynniki metoda grupowania wyrazow. 

Mamy: 

x3—9x+6x-18=0 

x(x* — 9) + 6(x - 3) =0 

x(x — 3)(x +:3}+ 6(x — 3) =0 

(x — 3)(x?+ 3x+6)=0, stad 

x-3=0 lub x*+3x+6=0 

X=3 (A < 0 —réwnanie sprzeczne) 

Jedynym rozwiazaniem otrzymanego rownania jest liczba 3. 

Zatem liczba majaca posta¢c alg aN lo — 80 jest r6wna 3, co konczy dowéd. 



Potega o wyktadniku rzeczywistym — powtorzenie 

Przyktad 8. 

Doprowadzimy wyrazenie 
—27 

5 3 == do najprostszej postaci. 

( x3 +3x34+9) x3-1 

Dziedzing wyrazenia jest zbidr (0, 1) U (1, 27) U (27, +). Najpierw wykonuje- 

my odejmowanie utamkow w nawiasie. Poniewaz utamki maja rézne mianowniki, 

nalezy sprowadzi¢ je do wspdlnego mianownika. Zauwaz, ze wspolnym mianowni- 

kiem tych utamkow jest x — 27, bowiem 

zy ae 2 
x-27={ | -3'=[.¢-a][+' +309] 

1 

Mnozymy licznik i mianownik odjemnika przez x? —3i otrzymujemy: 

i 1 1 

Sel x3 —-1 x3 -1 x? -1 

J i ava F 1\( 1 
[2—s'+a][20x"-3| [sx | -1] ; 

x? -1 x3-1 

Wyrazenie to po uproszczeniu ma posta¢ 5 — x, oilex < R, — {1, 27}. 

r Z, Czy rozumiesz 

4 
0 

Sas a 4 
1. Oblicz wartosé wyrazenia ig | +3-474643 sie?) 

2. Przedstaw liczbe 81/27 w postaci potegi o podstawie 3 i wyktadniku wy- 

miernym. 

v3 
1 —2 

; a iliczbya=|32+1]| orazb= : 3. Pordwnaj liczby Ts B 

1\2 1)\2 

4. Wykaz, ze liczba 6 — 20? =| Os 20" jest liczba catkowita. 

5. Wykaz, ze (38 +1445 + V38-V1445 =4. 



14 1. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna 

Funkcja wyktadnicza i jej wlasnosci 

Wiesz, ze mozna obliczyé potege o dodatniej podstawie i dowolnym wyktadniku 

rzeczywistym. Zatem dla liczby dodatniej a (a > 0) i dowolnej liczby rzeczywistej x 

(x € R) istnieje liczba a*. Ta wiedza pozwala wprowadzi¢ okreslenie nowej funkcji 

zwanej funkcja wyktadnicza. 

Definicja 1. 

Funkcja wyktadnicza nazywamy funkcje, kt6ra mozna opisa¢é wzorem y = a”, 

gdzie x € R oraz a jest ustalona liczba rzeczywista dodatnia (a > 0). 

Rozwazmy trzy przypadki ze wzgledu na podstawe potegi. 

Iprzypadek ae(0,1) 

Przyktady funkcji wyktadniczych: 

Ol lg) 
Wykresy tych funkcji zostaty przedstawione 

na rysunku obok. Ls ASS eS yl tony SS feo) Lo 

il 
sy ee eye il 

Ilprzypadek a=1 

Jesli a= 1, to otrzymujemy wzér y = 1%, zatem y = 1 (funkcja stata). 

Ill przypadek ae (1,+) 

Przyktady funkcji wyktadniczych: 

| 7\ 
y= Yan y=(Z| 

Wykresy tych funkcji zostaty przedstawione 

na rysunku obok. 
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Podsumujemy nasze spostrzezenia. 

lx) =a a= (0) 1) ey R= a5 dias) 
i 

Ill. f(x) =a%, a € (1, +00) 

—+++44 
eee ax 

Wykresem funkcji jest 

prosta. 
Wykresem funkcji jest 

krzywa wyktadnicza. 
Wykresem funkcji jest 

krzywa wyktadnicza. 

e Dziedzinga funkcji wyktadniczej jest zbidr liczb rzeczywistych, D = R. 

e Wykres funkcji wyktadniczej ma z osia OY jeden punkt wspélny 0 wspotrzednych 

(O71): 

e Funkcja wyktadnicza nie ma miejsc zerowych. 

e Funkcja wyktadnicza przyjmuje wartoSsci dodatnie dla kazdej liczby rzeczywistej 

x, czyli , a*> 0. 
xeR 

Jeslia € (0,1), to jeslia= lito Jesli a © (1, +00), to 

ZW = (0, +00). LV Aas ZW = (0, +00). 

Funkcja wyktadnicza 0 podstawie a nalezacej do sumy przedziatéw (0, 1) U (1, +») 

jest roznowartoSciowa, to znaczy, ze przyjmuje ona kazdq wartos¢ (dodatnia) 

tylko jeden raz; funkcja wyktadnicza o podstawie 1 nie jest roznowartosciowa. 

Funkcja wyktadnicza jest monotoniczna. 

Jeslia € (0,1), to Jeslia=1, to Jeslia € (1, +00), to 

funkcja jest malejaca. funkcja jest stata. funkcja jest rosnaca. 

Udowodnimy twierdzenie. 

Twierdzenie 1. YY 

Krzywe wyktadnicze o r6wnaniach y = a* oraz y = 2 , gdzie a € R, - {1}, sa 

symetryczne wzgledem osi OY. 2 

il x 

Zatozenie: f(x) =a*, g(x) = =| ,xeRaeR,-— {1} 
a 

Teza: wykresy funkcji fi g sa symetryczne wzgledem osi OY 

Dowod: 

Przeksztatcajac wykres funkcji f(x) = a* przez symetrie osiowa wzgledem osi OY, 

otrzymujemy wykres funkcji y = f(-x). Zatem 

v= f{(-x)=a"=(a ) = (=| = g(x), co konezy dowod. 
a 
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Przvktad 1. 

Na rysunku obok przedstawiono wykres funk- Y 
‘3 5 Et he s 10 

cji wyktadniczej f, Do wykresu funkcji nalezy A(-2, 9) 4 

punkt A(—2, 9). ‘ 3 

a) Wyznaczymy wzor funkcji f 7 

b) Obliczymy wartos¢ funkcji g, gdzie 6 

g(x) = f(-x), dla argumentu —0,5. : yar) 

3 
2 
1 

Lye Bs-D 21 | Citak 2 et eee Ge 

Ad a) Szukamy wzoru majacego posta¢ y = a*, gdzie a > 0. Poniewaz do wykresu 

funkcji nalezy punkt A(—2, 9), wiec 

1 il 
9=a", skad — =9, czylia*= 5: zatem 

a 

Tylko liczba ; spetnia warunek z definicji funkcji wyktadniczej E = 0} 

xX 

Wzor funkcji wyktadniczej fjest nastepujacy: y = 3) ,gdziex € R. 

Ad b) Mamy: g(x) = 3*. Wartos¢ funkcji g dla argumentu —0,5 jest rowna: 

ae 1 uA ENS) ee a ee g( ) 3 3 

Dla argumentu —0,5 funkcja g przyjmuje wartosé aes , 

Przyktad 2. 
PE 

Uporzadkujemy w kolejnosci rosnacej liczby: 5Y3 57 531, 542 5 

Korzystamy z faktu, ze funkcja wyktadnicza 0 podstawie 5 jest rosnaca, zatem dla 
wiekszego argumentu przyjmuje wieksza wartoS¢. 

Poniewaz AD << v3 << V6 < 3,1 < 1m, wiec 

ee eG 
Ostatecznie otrzymujemy rozwiazanie: es 543) 5% 531, 57, 
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Przyktad 3. 

Dana jest funkcja wyktadnicza f(x) = a*, a > 0, x € R. Wykazemy, ze jesli argumenty 
X1, Xz, X3, .. tworza ciag arytmetyczny, to wartosci funkcji f dla tych argumenté6w 
tworza ciag geometryczny. 

“#aozenie: f(x)=a, a> 0.x eR 

(X1, Xz, X3, -..) — clag arytmetyczny 

Teza: (f(x,), f(%2), f(X3), ...) — clag geometryczny 

Dowéd: Z zatozenia ciag (X,, X>, X3, ...) jest ciagiem arytmetycznym, wiec 

“i Oa 
x = n-1 n+1 ; skad 

neN, —{1} Z 

2X,=Xn-1tXns1 

Zatem 

Xn F Xn qae*n =a 

neN, —{1} 

Korzystajac z praw dziatan na potegach, powyzszq rownos¢ mozemy zapisac w po- 

staci: 
2 

(a*") = qr 5 Qn : 

neN, —{1} 

co znaczy, ze ciag 

( eR GS, 223), 

czyli ciag 

(Fl), f%), FX), +) 
jest clagiem geometrycznym. 

Przyktad 4. 
eee 

Wyznaczymy zbior wartosci funkcji y = f(x), jesli: | 
1 x*-4x ii 

api 23 oO, xe R vyfeo=(5) XE (1.45) 

Ad a) Korzystajac z praw dziatan na potegach, wzor funkcji f(x) = -9*— 2 - 3° + 8 

mozemy zapisac w postaci 

Hie (eae 2 0 

Aby wyznaczy¢ zbiér wartosci funkcji f, wystarczy okresli¢, jakie wartosci przyjmu- 

je wyrazenie 

—t?—2t+8,gdziet=3* ixeR 
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Wiemy, ze dla kazdej liczby rzeczywistej funkcja y = 3* przyjmuje wartosci dodatnie, 

wiec t € (0, +90). Wystarczy zatem rozwazy¢ funkcje g(t) = —t? — 2t + 8, gdzie t € (0, +90), 

i wyznaczy¢ zbidr wartosci tej funkcji. 

Rysunek obok przedstawia szkic wy- 

kresu funkcji g (wykonaj odpowiednie 

/ y=-t -2t+8,t < (0,0) obliczenia). Na jego podstawie mozna 
stwierdzic, ze zbiorem wartosci funkcji 

g jest przedziat 

(—00, 8). 

Z tego wynika, ze zbiorem wartosci 

funkcji 
Bi 4aes Conta o. Gele f(xj=-9 — 2 34.8 

jest przedziat (—0, 8). 

Ne 
ZA See 

8 
7 

2 x°—-4x 

Ad b) Aby okresli¢ zbior wartosci funkcji f(x) = ) ae f 3), najpierw 

ustalimy, jakie wartosci moze przyjmowac wyktadnik x? — 4x, gdzie x € a 5). 

Rozwazmy funkcje y = x* — 4x, gdzie x € (1 5) Wyznaczymy najwiekszq i naj- 

mniejszq wartosc¢ tej funkcji. Mamy: 2 

¢ dla argumentu 1 funkcja y = x*— 4x przyjmuje wartosé —3; 

1 
e dla argumentu 4 a funkcja y = x*— 4x przyjmuje wartos¢é : ; 

1 
aX le ke f 4) dla argumentu 2 funkcja y = x* — 4x przyjmuje wartos¢é 

—4 (x, to odcieta wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkcji kwadratowej 

y =x? — 4x). 

Z naszych obliczen wynika, ze wyrazenie x* — 4x w przedziale (1 45) przyjmuje 

wartosci ze zbioru (4 2) 

Rozwazmy funkcje 

g(e)= q ,gdziete (4.2) 
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Zbior wartoSci funkcji g jest rowny zbiorowi wartosci funkcji f Funkcja g jest funk- 
cja wyktadnicza malejaca w zbiorze, w ktorym jest okreslona. Zatem dla najmniej- 
szego argumentu przyjmuje najwieksza wartos¢, zas dla najwiekszego argumentu 
— wartosé najmniejsza. 

it oat eee 
Funkcja g(t) = ) przyjmuje najwieksza wartos¢ dla argumentu —4: 

1 a ya 
g(-4) = (5 = 7= iN 

Najmniejsza wartos¢ funkcja ta przyjmuje dla argumentu : : 

(OQ) eat 
il 

JS) 

4 

Zbiorem wartosci funkcji f(x) = G ,gdziex e f 45), jest przedziat (‘2 is) 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Napisz wzor funkcji wyktadniczej f, wiedzac, ze do jej wykresu nalezy punkt 

A(-4, 16). Oblicz wartos¢ funkcji f dla argumentu —0,75. Oméw wiasnosci 

funkcji f 

2. Uporzadkuj w kolejnosci rosnacej liczby k, I, m, n, jesli: 
i 

k=(2v5)" I= (2V5)® m= (2v8)™ n= (av) 
3. Wywnioskuj na podstawie ponizszych rownosci, czy liczba x jest dodatnia, 

czy ujemna, jesli: 

a) (0,8)*= A b) (2,7)°= c) Gg =6 d) [33 415 

DES 

4. Wykaz, ze funkcja f(x) = ee jest nieparzysta. 

5. Funkcja okreslona wzorem f(x) = 25* + 25 * przyjmuje dla pewnego argumen- 

tu x, wartosé rowng 34. Jaka wartos¢ dla tego argumentu przyjmuje funkcja 

GO) = 5 

6. Wyznacz zbiér wartosci funkcji okreslonej wzorem: 

a) f(x) =49*% — 7* — 6, gdziex eR 

b) f()= =) , gdzie x € (0, 2) 
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Przeksztatcenia wykresu funkcji wyktadniczej. 

Rozwiazywanie zadan z zastosowaniem wykre- 

sow funkcji wykladniczych 

Przyktad 1. 
MES 

Naszkicujemy wykres funkcji y=—3* '+2,x eR. 

| sposob 
Aby naszkicowaé wykres funkcji y = —3* 1+ 2, x € R, wystarczy wykonaé nastepuja- 

ce przeksztatcenia wykresu funkcji f(x) = 3*,x € R: 

1) g(x) = 3*~', gdzie g(x) =f(x - 1) (Ste, 

2) h(x) =-3*-!, gdzie h(x) =-g(x) (Sox) 

3) r(x) =-3-142,gdzier(xJ=nO)+2 (Ty, ») 
Sytuacje te ilustruje ponizszy rysunek. 

Il spos6b 

Przeksztatcimy wzor funkcji y = —3*~'+ 2 do postaci y =—(3* !— 2). Wystarczy teraz 

Soran wykres funkcji y = 3*, nastepnie przesuna¢ go rownolegle o wektor 

= [1, —2] i otrzymany wykres odbi¢ symetrycznie wzgledem osi OX. Przeksztatce- 

nia te zapiszemy krétko w nastepujacy sposob: 

Ie 
v=o. eS y= Rela o Sox > y=-(3*-1_ 2) 
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Sytuacja ta przedstawiona jest na ponizszym rysunku. 

Przyktad 2. 
EES 

Naszkicujemy wykres funkcji f(x) = 2" '!~,x eR. 

Wzor funkcji f zapiszemy bez uzycia symbolu wartosci bezwzglednej. Mamy trzy 

przypadki dotyczace wyktadnika potegi 0 podstawie 2: 

e jeslix € (—co, 0), to |x-1|-|x}=-x+1+x=1; 

e jeslix € (0, 1), to |x—1|-|x|=-x+1-x=-2x+1; 

e jesli x € (1, +00), to |x—1|-|x}=x-1-x=-1. 

Ostatecznie wzor funkcji fmozemy zapisaé nastepujaco 

Zz jesli x e(-<o, 0) 

f(xy =42-%, jesli x € (0, 1) 

jesli x € (1, +) 

Zanim przystapimy do naszkicowania wykresu funkcji f, zauwazmy, ze 
1 

| x-= 

2-2x+1 net 5 Vea) = (=| ; 

Aby otrzyma¢ fragment wykresu funkcji f odpowiadajacy argumentom z prze- 

. ‘O) 
dziatu (0, 1), wystarczy przesuna¢ rownolegle wykres funkcji y = (+) o wektor 

u = 570 (i wybra¢ odpowiedni fragment wykresu). 
Lo = 

Wykres funkcji filustruje ponizszy rysunek. 
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Przyktad 3. 

Wyznaczymy zbidr wszystkich wartosci parametru m, m € R — {—2}, dla ktérych 

rownanie 

2 Bie = 

GG) Gl 
ma rozwigzanie. 

W mianowniku utamka po lewej stronie rownania wystepuje wyrazenie 

1 x 1 2x 1 3x 1 4x 

—| -|=] +/—=] -l=] +..., 
2 a 2 Z 

ktore jest sumg wyrazow nieskonczonego ciagu geometrycznego oO pierwszym wy- 
1 x 1 x 

razie a,, gdzie a, = =) ,lilorazie q, q = -(5 | . Suma szeregu istnieje wtedy i tylko 

(3) Z 
wtedy, gdy |q| < 1, czyli <1,skad 

ea 
Z wykresu funkcji wyktadniczej y = =) odczytujemy, ze ) < 1 wtedy i tylko 

wtedy, gdy x € (0, +0). Zatem dla x € (0, +00) suma szeregu wyraza sie wzorem 

iB 
Sage alte Ge Se - + 

2 

Rownanie wyjsciowe jest rownowazne rownaniu 

ithe: th =) 
2 - (2*+ 1) = ——.,, czyli 2**14+ 2 = —— , edzi 0 —{- ( ) es y ae gdzie x € (0, +0) im e€ R- {-2}. 

Problem mozemy rozwiaza¢, interpretujac rownanie jako rownos¢ wartosci funkcji 

Peart m—3 
tej samej zmiennej x: /(x) = 2**!+ 2 oraz g(x) = Mae gdzie x € (0, +0) im € R-{-2}. 

m+ 

(Zauwaz, ze funkcja g jest funkcja stata). 



Rownanie ma rozwiagzanie, gdy wykresy 
funkcji fi g maja co najmniej jeden punkt 
wspOlny. Sytuacje taka przedstawia rysunek 

obok. Rozwazane rdwnanie ma rozwiazanie 

wowczas, gdy funkcja stata g przyjmuje war- 

tosci wieksze od 4. 

Stad 

Przeksztatcenia wykresu funkcji wyktadniczej... Zo 

3 = +4, meR- (2}) 2 
m+2 

2 (2S -4> 0, mer- (2) < 

=(- snag POA mER-(-2}] <2 

<> [C-3m-11)(m+2)>0 A meR-{-23] eo 

ES iin € [-32,-2] 
5 

Rozwazane rownanie ma rozwigzanie wtedy, gdy m € (38. -2), 

Sprawdz, czy rozumiesz 

pts Naszkicuj wykres funkcji f, jesli 
\x+2|+|x| 

UTC Setar ca tl b) f&) = a 

. Rozwiaz graficznie rownanie i nier6wnosc: 

a) 2%+3=-x*+2x+4 b) 6-2" < || 

. Wyznacz zbiér wszystkich parametrow m (m é€ R), dla ktorych rownanie 

2*+ z - 2+ a - 2+ at 2 we 
2 4 8 

ma rozwigzanie mniejsze od 1. 

. Naszkicuj wykres funkcji wyktadniczej okreslonej wzorem f(x) = 4 - 2*-'— 1. 

a) Na podstawie wykresu funkcji f naszkicuj wykres funkcji g, wiedzac, ze 

g(x) = |f—x)- 5]. 
b) Napisz wz6r funkcji g i oblicz wspdotrzedne punktu wspolnego wykresu 

funkcji g i osi OY. 

c) Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych rownanie 

g(x) = m* — 2 ma dwa rozwiazania réznych znakow. 
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Rownania wyktadnicze 

Rownanie wyktadnicze to r6wnanie, w ktorym niewiadoma wystepuje tylko 

w wyktadniku potegi. Oto przyktady rownan wyktadniczych z niewiadoma x: 

x+4 

he Bey aa 5X Se Jit A = 18/0: ete Dex G() 

Nie sa rownaniami wyktadniczymi réwnania: 

Ne Merges x?— 4x = 2*+ 4* 

W rozwiazywaniu rownan wyktadniczych korzystamy z tego, ze funkcja wyktadni- 

czay =a‘, gdziea € (0,1) U (1, +), jest funkcja r6znowartosciowa. Prawdziwe jest 

nastepujace twierdzenie. 

Twierdzenie 1. 

jezelia => Oia Lorazxe Rix, eR) t0nd 0 ea. 

Zastosowanie powyzszego twierdzenia oraz praw dziatan na potegach w rozwigqzy- 

waniu rownan wyktadniczych ilustruja ponizsze przyktady. 

Przyktad I. 

Rozwiazemy rownania: 
xed iad - 

a) 4°" t=1 b) a -(3| c) O25 a16™ =| 0025) ° gx 

Ad a) Dziedzina r6wnania 4% '= 1 jest zbiér liczb rzeczywistych, D = R. Zauwaz, ze 
1 = 4°, zatem rownanie ma postaé¢: 

42x-1— 40 

Po zastosowaniu ostatniego twierdzenia otrzymujemy: 

2x= l= 0) skad 

———— 

Z 

; rae 1 
Rozwiqzaniem rownania jest liczba a 

: ned: ae 
Ad b) Po prawej stronie rownania ar = (; w wyktadniku potegi wystepuje 

wyrazenie i , okreslone wtedy i tylko wtedy, gdy x 0, zatem D = R — {0}. 
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Aby rozwiaza¢ to rownanie, najpierw zapiszemy jego obie strony w postaci potegi 

o te) samej podstawie, np. 3. Lewa strone rownania mozemy przedstawi¢ nastepu- 
jaco: 

ak ae 

Cay os 

Prawa strone réwnania zapisujemy w postaci: 
XW 
— x=1 = 2 Nite 

5 = (3) 3a (korzystamy z twierdzenia: (a*)’ = a*”) 

=3*-°  (korzystamy z twierdzenia: a* : a’ = a*~”) 

Otrzymalismy rownanie: 

Sexe 

Bye 3 3 x 

Na podstawie twierdzenia 1. mozemy zapisac: 

y- 3a ek +4 
, Skad 

x 
x? — 3x =-2x + 2, czyli 

x*-x-2=0 

Pierwiastkami rownania kwadratowego sa liczby —1 oraz 2. Sq one rowniez rozwia- 

zaniami ro6wnania wyktadniczego (obie liczby naleza do dziedziny). 

Rownanie ma dwa rozwigzania: —1 oraz 2. 

3x—6) 

Ad c) Dziedzina rownania 0,125 - 162% != (:/0,25) - 8%! jest zbidr liczb rze- 

czywistych, D = R. Przesledz przedstawione ponizej rozwiazanie r6wnania. Wskaz 

prawa dziatan, ktore zostaty zastosowane przy sprowadzaniu obu stron rownania 

Al 
do potegi o podstawie oy 

G25 16"! — (yo25) gro 

3x-6 

1 -162%-1= ft aoe 

8 4 

3x-6 
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Na podstawie twierdzenia 1. otrzymujemy: 

OM = xd 

=/X=—8 

x=1-— 

; : Pee 1 
Rozwigzaniem rownania jest liczba 1 - 

Jedna z metod rozwiazywania rownan wyktadniczych jest metoda przez podsta- 

wienie zmiennej pomocniczej. Rozwiazywanie tego rodzaju ro6wnan ilustruje po- 

nizszy przyktad. 

Przyktad Za 

Rozwiazemy rownania: 

ANS Deer O15 (ey eld a) [Vs-+2v6 } +( 5-26} =10 
4-2" 

Ad a) Dziedzina rownania 81* + 2 - 9¥— 15 = 0 jest zbiédr R. Rownanie mozemy za- 

pisaé w postaci: 

(32) 2: (37)* 15 = 0 

(33)2--2-34 21520 

Wprowadzamy zmienng pomocniczga t, t = 37, i otrzymujemy rdwnanie kwadrato- 

we z niewiadomg ¢: 

t?+ 2t—15=0, skad 

(¢-—3)(t+ 5) =0, czyli 

(5 Vv t=—5, zatem 

3%=3 vy  3%=-5 (réwnanie sprzeczne) 

32x— 31 

Tees A 

x= = 
2 

Rozwiazaniem rownania jest liczba ; 

ire aa ; _ 8 +5-4* 
Ad b) Najpierw wyznaczymy dziedzine r6wnania ee ey 

4-2°40 442% © 2? 42% o x#2 ete 
Dziedzing rownania jest zbidr D, gdzie D = R — {2}. 
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Rownanie mozemy zapisa¢ w postaci: 

3 (2") zal (2° ) 

4—2"* 

Wprowadzamy zmienna pomocniczg ¢, t = 2*, i otrzymujemy ro6wnanie wymierne 

z niewiadoma ¢: 

=2 

5 ee 
4et 

Skad mamy: 

+ 5t*=8 - 2 

t3+5t*+2t-8=0 

Wielomian wystepujacy po lewej stronie rownania ma wszystkie wspdtczynniki 

catkowite oraz wspdiczynnik przy t? wynosi 1. Catkowitych pierwiastkéw wie- 

lomianu W(t) = t?+ 5t?+ 2t — 8 szukamy wéSréd catkowitych dzielnikéw —8, czyli 
wsr0d liczb ze zbioru {—8, —-4, —2, —1, 1, 2, 4, 8}. Okazuje sie, ze W(1) = 0 (sprawdz!). 

Po podzieleniu wielomianu W(t) = t?+ 5t?+ 2t— 8 przez dwumian t - 1 otrzymuje- 

my wielomian ¢t*+ 6t + 8 (sprawdz!), stad rownanie ma posta¢: 

(t-—1)(t?+ 6t+8)=0 

(t — 1)(t+ 2)(t+ 4) =0, czyli 

ea 

Otrzymujemy ro6wnania wyktadnicze: 

PEE ea NN NGAI A NYY ae 

Rozwigzaniem rodwnania 2* = 1 jest liczba 0 (0 € D). Pozostate dwa réwnania sa 

sprzeczne. 

Rownanie ma jedno rozwiazanie rowne 0. 

Ad c) Dziedzing rownania [vs + 2V6 | + | 5-2/6 } = 10 jest zbior R. 

Rownanie mozna zapisa¢ w postaci 

uf 1, 

(5+2V6)? +(5-2V6)? =10 

Zauwazmmy, ze liczby 5 + 2 V6 oraz5—2V6 majq te wtasnos¢, ze ich iloczyn wynosi 

1, bo 
(5+2V6)-(5-2V6 )=5*-(2 V6 ) = 25-24 =1, stad 

1 
5-26 = 

BG 

Na tej podstawie rownanie mozemy zapisa¢ w nastepujacy sposob: 

1 =x ‘il 

(5 +26 7 + — =10 

(s +26 ) 
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1 

Po podstawieniu zmiennej pomocniczej ¢, t= (5 + 26), mamy: 

t+ - = 10, czyli 

t?-10t+1=0 

A=96, VA =4V6 

t,=5-2V6, t,=5+2V6 
Otrzymujemy dwa réwnania wyktadnicze: 

(5+2v6)*" =5-2V6 y (5 +2v6)" =5+2-V6, skad 

(5+ 26)" =(5+26)" V (5+ 2/6)?" =(5+26)', czyl 

digs iL ow Dyed 
2 7, 

MES4 VW XSL 

Rozwiazaniami rownania sq liczby —2 oraz 2. 

Przyktad hs 
Xoo 

2 ; : Weta: 
Rozwiazemy rownanie =o 

oi 9 

Latwo zauwazy¢, ze poznanych wezeSniej metod nie da sie zastosowaé w tym przy- 

padku. Zauwazmy, ze D = R. Doprowadzimy rownanie do prostszej postaci, prze- 

ksztatcajac je rownowaznie przez zastosowanie praw dziatan na potegach. Otrzy- 

mujemy: 

xi 

ou ne =o oe czy = = 3201) Jatem 
ee = lon 

De 

oe =9*"! /:9*-! (dla kazdej liczby rzeczywistej x mamy: 9*~!> 0) 

Die 

Poniewaz podstawy poteg sq dodatnie, wiec korzystamy z praw a" - b”=(a- b)" oraz 
n 

= (=| i otrzymujemy: 

y) x-1 

ae = Loskadex— l= O0,c7yvn x — 1 (=) 4 y 

Rozwiazaniem réwnania jest liczba 1. 
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Przyktad 4. 

Rozwiazemy rownanie 5-57-57. 51.5%.) 53! 4= 02-9 edzien e N., 

Po lewej stronie rownania wystepuje iloczyn poteg o tej samej podstawie, ktéry 

jest rowny potedze o podstawie 5 i wyktadniku rownym sumie wyktadnikow tych 

poteg. Zatem 

51 Hare 7 LOG LS xt (B= 2) == Oia gdzie ne N, 

Wyrazenie 1+4+7+10+13+...+ (3n- 2) to suman kolejnych poczatkowych 

wyrazow ciagu arytmetycznego (a,) 0 wyrazie ogdlnym a, = 3n — 2 (sprawdz!). 

Korzystamy ze wzoru 

oa 

A 2 
n -n iotrzymujemy: 

2 

ere (one) 
Roéwnanie ma posta¢é 

nn =35 am 5 
5 2 =5% 

2 
3n N _ 930 

2 

ne i OS) 

2 
Rozwigzaniami rownania kwadratowego sq liczby —4— oraz 5 (sprawdz!), z kt6- 

rych tylko liczba 5 jest liczbq naturalna. 3 

Rozwiazaniem rownania jest liczba 5. 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Rozwigz rownania: 
3x=1 3x=7 Wp Gore) R=3 x 

1 1 
a) 2 il b) eZ bape Glise- ) = (=) 

3 9 2 3 Zi 

2. Rozwiaz rownania: 

x2-7,2x — [95 a you me tl x eee (309) b) 2 (5) 

3. Rozwigz rownania: 
a) 5x-3= 73-* b) 3x- 2, A42x+3 — 32x, D3x+4 

4. Rozwiaz rownania: 
x=2 

1 a) 22%-144%= 24 b) ) = Anas et og 



1. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna 

Nierownosci wykladnicze 

Nier6wnoscia wyktadnicza nazywamy nierdwnos¢, w ktorej niewiadoma znajdu- 

je sie tylko w wyktadniku potegi. Nierownosciami wyktadniczymi sa na przyktad: 

E =i 2x? 

(5 >2* Beth My << G 5*. 162% < 253% 

Wiesz, ze funkcja wyktadnicza y = a‘, gdzie a € R, — {1}, jest funkcjqg monotoniczna. 

Jesli a € (0, 1), to funkcja jest malejaca, czyli wraz ze wzrostem argument6éw war- 

tosci maleja, jesli a € (1, +00), to funkcja jest rosnaca, czyli wraz ze wzrostem argu- 

mentow wartosci funkcji rosna. Ta wtasnos¢ funkcji wyktadniczej ma zastosowanie 

w rozwiazywaniu nierOwnosci wyktadniczych. Prawdziwe jest twierdzenie. 

Twierdzenie 1. 

1) JeSlia € (0,1) ix,e R,x,eR,to a" <a” &x,>x,. 

2) JeSlia € (1,+0)ix,eR,x,eR,to a" <a” &x,<x,. 

Ponizsze przyktady ilustruja rozwiazywanie nierOwnosci wyktadniczych z zastoso- 

waniem tego twierdzenia. 

Przyktad de 

Rozwigzemy nierOwnosci: 
1 

a) G27 yor b) 0,5" Aq c) 6 <216 

Ad a) Dziedzina nier6wnosci (3 IZ) \ > 9°*~1 jest zbiér liczb rzeczywistych, D = R. 

Stosujac odpowiednie prawa dziatan na potegach, zapiszemy obie strony nieréw- 

nosci w postaci potegi o tej samej podstawie, na przyktad 3. Mamy: 

2) ay 
[a3 (37) oskad [5] > 3 wwatem 3-24 = 

Teraz zastosujemy twierdzenie 1. Poniewaz podstawa potegi (3) jest liczba z prze- 
dziatu (1, +0), wiec porownujac wyktadniki poteg, znak nieréwnosci pozostawia- 
my bez zmiany. Mamy: 

Like AX 7, 

ator 2 a(t 5) 

ee 
3 

Zbiorem rozwiazan nieréwnoSci jest przedziat [—« it 
3 



Nieréwnosci wyktadnicze oil 

Ad b) Dziedzing nieréwnosci 0,5* * < (+ jest zbidr liczb rzeczywistych, D = R. 

Przedstawimy obie strony nieréwnosci w postaci potegi o podstawie 3 . Otrzymujemy: 

; a ae 
Poniewaz podstawa potegi 3) jest liczba z przedziatu (0, 1), wiec na mocy twier- 

dzenia 1., porownujac wyktadniki poteg, znak nier6wnosci zmieniamy na przeciw- 

ny. Otrzymujemy: 

x? —3 > 2x, skad 

x?-2x-3>0 

Teraz wystarczy rozwigza¢ nierOwnos¢ kwadratowa. Szkicujemy wykres pomocniczy. 

as eae, eae 

xX € (-00, -1) U (3, +00) 

Zbiorem rozwigqzan nierOwnosci jest suma przedziatow (—~, —-1) U (3, +0). 

1 

Ad c) Po lewej stronie nierownosci 6” < 216, w wyktadniku potegi wystepuje wy- 

razenie —, ktore jest okreSlone, jesli x # 0. Zatem dziedzing nierdwnosci jest zbidér 
ve 

R — {0}. 

Przedstawimy obie strony nieréwnosci w postaci potegi 0 podstawie 6. Otrzymujemy: 
Al 

66) 
Podstawa potegi (6) jest wieksza od 1, zatem 

Deg 
Otrzymaligmy nierOwnos¢ wymierna: 

1=3 
oe skad = <0 /-x 
x x 

Ea /0 Neary 
x( f= 3x)'= 0 3 

Zbiorem rozwiazan nier6wnosci wymiernej, a takze zbiorem rozwigzan nierow- 

: 1 
nosci wyktadniczej jest suma przedziatow (—%, 0) U @ ve 



1. Funkej ktadnicza i funkcja logarytmiczna unkcja wy funkcja logary 

Przyktad 2. 

Rozwiazemy nieroéwnosci: 
1 x 

a) 2°14 4*<80 p)3%—9-3%-(2) +9>0 

Ad a) Nier6wnos¢é 

2**14+4* < 80 

zapisujemy w postaci 

2 -2*+(2*)? < 80 

(2*)?+2-2*-80<0 

Jej dziedzing jest zbidr R. Stosujemy podstawienie 2*= ti sprowadzamy nierOwnos¢ 

wyktadnicza do nier6wnoSsci kwadratowej z niewiadoma t. 

t?+ 2t—-80<0 

Poniewaz , 2*> 0 i 2*=t, wiec wystarczy rozpatrywa¢ t > 0. Otrzymujemy: 
xeR 

[t?+2t-80<0vnt>0]) os 

> [(t-8)(t+10)<O0 vn t>0) oa 

© [te (10,8) rn t>0] eo 

= ie7(0;8) 

Ale t= 2*, zatem 

O42" <8 czy li 

2 > 02 So 

Nieréwnosé 2* > 0 jest spetniona przez kazda liczbe rzeczywista, natomiast 

2 Ba D2 ex 3 

> xe (-=, 3) 

Ostatecznie 

Oiag7s 8 

= keRA xe (393 ke 

& x € (-0, 3) 

Nierownosé spetnia kazda liczba rzeczywista nalezaca do przedziatu (—s0, 3). 

Ad b) Dziedzing nieréwnosci 

=3Xx —2x 1 : oie Pte bee aa a oO 0 

jest zbior R. Nier6wnos¢ mozemy zapisa¢ w postaci 

Be) 



Nieréwnosci wyktadnicze 

Podstawiamy (3 = C1 otrzymujemy nierownos¢ wielomianowa stopnia trzeciego 

z niewiadoma t: 

e—9t?-t+9>0 

Po roztozeniu lewej strony nieréwnosci na czynniki i uwzglednieniu warunku t > 0 

(bo (3 > 0, gdzie t= 3) ), mamy: 

[(e-9)(t-1)(t+1I)>O0nt>O0] so 

= [te (-1,1)U(9,+~) A t>0] © 

= te(0,1)U(9,+m) © 

= Urata It 9] 

Po podstawieniu t = 3 otrzymujemy alternatywe nieréwnosci: 

oc (<r (BJ > 
(J «G+ >) 

Na podstawie twierdzenia 1.1. otrzymujemy: 

Me OY X = —Z, CZyli 

x € (—c0, —2) U (0, +0) 

Zbiorem rozwigzan nier6wnosci jest (—%, —2) VU (0, +00). 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Rozwiaz nier6wnoSci: 

A [3] + 81 b) 2 
ee 
2 Zo 

2. Rozwiaz nierdwnosci: 

2 (2x-3)(x-2) 
ez ib 
=| >0,2 b) | = << is 

2) (=| B 
3. Rozwigz nierownosci: 

a) 32x+3 aL Qex+] a3) 

4, Rozwiaz nier6wnosci: 
a) Dx +4 ¥ 7x+4 S 23x. 73x 

c) 0,125 - 24*-6> [32 

Zz 3 

) Ak+2l< 83 -164 

b) 2-16°-2*<15 4 42-2 

b) 5-4-3 -52>2- 20% 

33 
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Zastosowanie ro6wnan i nierOwnosci wyktadni- 

czych w rozwiazywaniu zadan 

Przyktad 1. 

Wyznaczymy wszystkie wartosci x, x € R, dla ktorych liczby: 
1 

a) 4? ,2*+6,2**?- 12, w podanej kolejnosci, tworza ciag arytmetyczny 

b) 3*—1, 3%+ 7, 9*-— 49, w podanej kolejnosci, tworza ciag geometryczny. 

Ad a) Skorzystamy z wtasnoSsci ciaggu arytmetycznego (a,,): 

a = Ol 
n-1 n+1 

= 

neN, —{1} 2 

Otrzymujemy: 

1 

42 42°? 12 
2*+6= JEP 

2° 212 = 2 4 2 12 

So = 240 fa 

TREE 

ere 

1 "a 

Liczby 4? , 2° +6, 2**? — 12 tworza - w podangj kolejnoéci — ciag arytmetyczny wte- 

dy, gdy x = 3. Wowczas wyrazy tego ciagu to 8, 14, 20 (sprawdz!). 

Ad b) Skorzystamy z wtasnosci ciagu geometrycznego (a,): 

ae 
a, = a, - it a 

neN, —{1} 
n+1 

Mamy: 

(3*+ 7)? = (3*— 1)(9*- 49), skad 

(3*+ 7)? = (3*- 1)[(3*)?- 49] 

Podstawiamy 3*= ¢i otrzymujemy r6wnanie wielomianowe stopnia trzeciego z nie- 
wiadomg t: 

(t+ 7)* = (t-1)(t? - 49) 

t?— 2t?- 63t=0 

t(t?— 2t- 63) =0 

t(t-—9)(t+ 7) =0 

t=0° t=9 VY f2==7 



Zastosowanie réwnani i nieréwnosci wyktadniczych w rozwiazywaniu zadan 3D 

Otrzymujemy réwnania wyktadnicze: 

3* = 0 — réwnanie sprzeczne 

3* = 9 — rozwiazaniem réwnania jest liczba 2 

3* =—7 — rdwnanie sprzeczne 

Liczby 3* — 1, 3* + 7, 9X — 49 tworza — w podanej kolejnosci — ciag geometryczny 
wtedy, gdy x = 2. Wyrazy tego ciagu sa rowne: 8, 16, 32. 

Przyktad 2. 

Rozwiazemy: | 

a) rownanie 3°" * +3°° *=4, gdzie x € (0, 2n) 

1 2 4 

2" AE 
Ad a) Z,,jedynki trygonometrycznej” otrzymujemy: cos’x = 1 — sin*x, wiec rownanie 

mozemy zapisa¢ w postaci 

b) nier6wnosé 0,2°°s 2x 

sin’ x a gi-sin’ x _ 4 

3 
sin’ x 

Podstawiamy 3°" * = ti otrzymujemy r6wnanie wymierne z niewiadoma t: 

gsin’x aie = 4) 

t+ : =4, skad 

t?-4t+3=0 

(t—1)(t-3) =0 

E=1ay/t=3, stad 

Bm = 1 3 3, wiec 

Sil — Oly Siti x = 1, CZyli 

Sltexe= Oey) |SI xh aL 

W przedziale (0, 2x) rownanie sin x = 0 ma trzy rozwiazania: 0, n, 27, zas row- 

Beh 7 3 : eae 
nanie |sin x| = 1 ma dwa rozwiazania: 5 oraz 5 Zbiorem rozwiqgzan rownania 

a2 2 Tt, 3 

eS = 4 jest <0, —, 1, —1, 20. 3 + j Z 5 | 

Ad b) Po zastosowaniu wzoru: 

cos 2x = 2cos’x — 1 

oraz praw dziatan na potegach otrzymujemy nierownosc: 

2cos? x-1 2cos” x 
al 

5 5 E 



1. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna 

3 
2cos* x 2cos’ x 5 

eel ig cn see “| 
5 5 5 

3 

Poniewaz podstawa potegi : nalezy do przedziatu (0, 1), zatem 

2C0s-x = 2 
Py, 

° 3 
COsaye 

4 

V3 
|cos x| > — 

2 

Zbiorem rozwiazan nieréwnosci trygonometrycznej |cos x| > oa a zatem i nie- 

Denapguiar' 
25008 x Gale 

[-z + kn, ne + kx) ,gdziek €C. 
6 6 

rownosci 0,2°S2* — , jest suma przedziatsw majacych postac 

Przyktad ae 

1 sin x sin x sin x 

Rozwiazemy nier6wnos¢ i) + (= a ees ae <i e 
4 16 64 

Po lewej stronie nieréwnoSsci wystepuje suma nieskonczonego ciagu geometrycz- 

nego o pierwszym wyrazie a,, a,= 3 , lilorazie q, q = (=| . Suma ta istnieje 

wtedy i tylko wtedy, gdy 4 4 

lq| < 1, czyli 

1 sinx 

(=) <1 
4 

1 sinx 

;| <1 
4 

Saw S © 



Zastosowanie rownari i nieréwnosci wyktadniczych w rozwiqzywaniu zadan oy 

Zatozmy, ze sin x > 0. Wowczas nieréwnosé mozemy zapisac w postaci 
(zy 

mee Zeal 

aby 4 

sinx 

Z zatozenia wiadomo, ze 1— + > 0. Obie strony nieréwnosci mnozymy przez 

wyrazenie 1 — (+) i otrzymujemy: 

1 sinx 

ay" <0 (S)" a 4 4 

2»| 2) <1 
4 

a) <2 4 Z 

G) <@) 4 4 

] if 
sin x > — 

Zz 

Po uwzglednieniu zatozenia sin x > 0 otrzymujemy: sin x > x Zbiorem rozwiazan 

p 5 
tej nierOwnoSsci jest suma przedziatow majacych posta¢é (3 a AKG Ae is 2kn), keC. 

Na koniec zajmiemy sie rownaniami, w ktorych wystepuje parametr. 

Przyktad 4. 
mea 

Wyznaczymy wszystkie wartoSsci parametru m, m € R, dla ktorych rownanie 

x24 2m*1x-4™4+2=0 

ma dwa rozwiagzania przeciwnych znakow. 

Rozwazane rownanie to rownanie kwadratowe z niewiadomga x. Rownanie kwadra- 

towe ma dwa rozwiazania x,, x, przeciwnych znakow wtedy i tylko wtedy, gdy A > 0 

1X, +X, < 0. Otrzymujemy uktad warunkow: 

2 

(2) -4.(-4"+2)>0 

—-474+2<0 
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Zatem 

2? +4-4"-8>0 4.27 +4.2°" >8 De 
= —> 8, = 

IME SSD) ESD) DESI) 

alt 
AAA EM 

Rownanie kwadratowe ma dwa rozwiazania przeciwnych znakéw wtedy, gdy 

lL 
me|—,+o}. 

2 

Przyktad 3. 

Wyznaczymy wszystkie wartosci parametru m, m € R, dla ktérych rownanie 

49* + (1-2m)-7*+9=0 

ma dwa rézne rozwiazania rzeczywiste. 

Rozwazane rownanie wyktadnicze mozemy zapisa¢ w postaci 

(7*)? + (1 -2m)-7*+9=0 

Po podstawieniu 7* = t otrzymujemy rownanie kwadratowe z niewiadoma t: 

t?+(1-2m)-t+9=0 

Rownanie wyktadnicze ma dwa rozne rozwigzania wtedy i tylko wtedy, gdy rowna- 

nie kwadratowe ma dwa rozne rozwigzania dodatnie, czyli wtedy, gdy spetnione sa 

warunki: 

A, >0 Gian = 35 10 
2a) Zi) 0 

tet Ue 2m 10 = arate 2/8 
Pages tk 

tt, 0 J 0 

Rownanie wyktadnicze ma dwa rézne rozwiagzania wtedy, gdy m € 35, | 

Przyktad 6. 

Wyznaczymy wszystkie wartosci parametru m, m € R, dla kt6rych rownanie 

inxrae[3) +sin[x—F) sinx+2=]—]| +sin| x-— 
3 3 

ma rozwigzanie. 
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W tym przypadku rozwazamy réwnanie trygonometryczne z niewiadomg x. Upo- 
rzadkujemy réwnanie, a nastepnie zastosujemy wzor: 

a+p yen CaeP 

ye 2 
sin @— sin § = 2cos 

Mamy: 

4 : Tt te 
sin x¥—sin| x-—— | =]|—]| -—2 

fl G] 

cos{ x=) -(3| ae 2 (bo sing = 2} 
6 3 Omar 

Z wtasnosci funkcji trygonometrycznych wiemy, ze funkcja y = cos c - 4 przyj- 

muje wartosci z przedziatu (—1, 1). Wobec tego rownanie ma rozwiazanie wtedy 

i tylko wtedy, gdy spetniony jest warunek: 

-1<(2) =2<1 /+2, skad 
7 

‘ll m 

(ea ay ee 
5 

Zbiorem rozwigzan nier6wnosci 3 > 1 jest zbidr (—~, 0), zas zbiorem rozwigzan 

nierownosci (3 | <3 jest zbidr (—1, +00). Stad m € (-1, 0). 

Rownanie ma rozwiagzanie wtedy, gdy m e (—1, 0). 

SprawdzZ, czv rozumiesz 

1. Wyznacz wszystkie wartosci x € R tak, aby liczby 2* + 1, 4*— 9, 2**! + 1, w po- 

danej kolejnosci, tworzyly ciag arytmetyczny. 

2. Rozwiaz nieréwnosé 2°" * +2°°* <3. 

. ; ' : ry 1 ae 1 ies 1 ie - iS i 

SO | == — ok 3. Rozwiaz nierowno Fi 16 a < 

4. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, m ¢€ R, dla ktorych rownanie 

25*+ (3m — 2) -5*+ 4=0 ma dwa rézne rozwiazania. 
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Logarytm - powtorzenie wiadomosci 

Przypomnijmy definicje logarytmu: 

Logarytmem liczby dodatniej b przy podstawie a, dodatniej i r6znej od jednosci, 

nazywamy liczbe c, do ktérej nalezy podnies¢ podstawe a, aby otrzymac liczbe b. 

Jesia >O0i1a411b>0, to (log. b=c —& a—D); 

Logarytm dziesietny (czyli logarytm przy podstawie 10) liczby b oznaczamy log b. 

<) 
Naprzyktad: log,16=4 log 100 =2 log, rs —2 log, 3/7 = 1 

3 3 3 

Ponizsze twierdzenie przedstawia prawa dziatan na logarytmach. 

Twierdzenie 1. 

Jeslia, b e R,— {1} orazx > Oiy>0,reR, to: 

a) log, x + log y = log, (x -y) b) log x—los y= log, * 

yy. 

] 
Cc) Tr log x= logec d) log,x = ders 

log, a 

Ponizsze przyktady pomogg Ci powtorzy¢ i utrwali¢ zdobyta wiedze. 

Przyktad 1. 
EEE 

Obliczymy wartoSci wyrazen: 

b) log 24.— log, 3 32 
a) log, = 

218 log, ; + log, 2 

Ad a) Zastosujemy prawa dulslanoa potegach i definicje logarytmu. Otrzymujemy: 

log, ae =log, a = log, (5 cz ae = oe 
, V8 294 2\2 4 a 

Wartos¢ wyrazenia wynosi —4,25. 

Ad b) Przeksztatcajac licznik utamka, zastosujemy twierdzenie 1b, natomiast mia- 
nownik — twierdzenie 1a. Mamy: 

24 

[Og car Oe) ae log, 3 _ log,8 33 yh 

4 2 A 27\ “Woe 9, 2 log. = slog —— logs ba 83 
B33 83 4 08, | 5 4 

Wartosé wyrazenia wynosi 1,5. 



Logarytm — powtérzenie wiadomosci 

Przyktad 2. 
EE 

Wiedzac, ze log 3 = ai log 2 = b, wyznaczymy: 
a) log 108 b) log 5 c) log,20 
w zaleznosci od ai b. 

Ad a) log 108 = log(27 - 4) = log 27 + log 4 = log 3° + log 27= 3log 3 + 2log 2=3a+2b 

10 
Ad b) PE Dr OES =log10-log2=1-b 

log20__log(2-10) log2+log10_ b+1 

log 9 log 3” 2log 3 2a 
Ad c) log,20= 

Przyktad 3. 
De 

Obliczymy srednia geometrycznga trzech dodatnich liczb x, y oraz z, jesli wiadomo, ze 

log.x=3 i log,y=log, j/7 =2. 

Poniewaz 

log,x = 3, wiec x= 2°. 

Ponadto 

log,y = 2, wiec y = 4? oraz 

log, jz = 2, wiecz= 4’. 

Mozemy zatem zapisa¢c: 

aaa 2a a — 3/93 . 46 = 32° .(2?)’ — 23.2” SAO Soy) 

Srednia geometryczna liczb x, y oraz z wynosi 32. 

Przvktad 4. 

il 
Poréwnamy liczby log,16 - log,81 oraz —————. 

08256 V2 
Aby wyznaczyé¢ pierwsza liczbe, skorzystamy z twierdzenia 1d: 

log, 81 locas. 
. =) {iGo 2 & yen 2 ee log,16 - log,81 = log, food £3 oad 

4log,3 = 2log, 4-23 =2-4=8 
log, 4 

Drpalicz pe = 21s ruga llczbDa nosl: = = i 

ve OB 5,V2 i 
6 SN 

1 
is TemlOe sO Oe, Ok <r Otrzymalismy, ze log; a oe 

4] 
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Przyktad 5. 

Obliczymy log ; ec wiadomo, ze 
“a 
2 

log? 4 + log? 9 
ez i b= log? 21-log, 81- log, 7 

log? 2 —- log, 2-log,3 + log; 3 Zl a Bs 

Liczby a i b zapiszemy w najprostszej postaci. W liczniku liczby a zastosujemy 

twierdzenie 1c, prawa dziatan na potegach, a nastepnie wzor skroconego mnozenia 

na sume szescianow. Mamy: 

log: 4 + log? 9 Z 
Cer oe eee eee ar 

log, 2—log,2-log,3 + log. 3 

(log, ai + (log, ee ) 

~ log? 2-log,2-log,3+log?3 _ 

_ (2log, 2)’ +(2log,3) 7 

log? 2 —log,2- log, 3 + logé 3 

: 8(log; 2 + log: 3) 

log: 2—log, 2-log,3 + log? 3 

8 - (log, 2 + log, 3)(logs 2 -log,2-log,3 + log? 3) 

log’ 2 - log, 2-log,3 + log? 3 

=8 - (log,2 + log,3) =8 - log.6=8 

Zatem 

a=8 

Aby wyznaczyc b, zapiszemy najpierw: 

log, 21 = log,(8-7)=log,3+log,7 oraz 
7 7 7 7 

log; 81.—log;3 =4log.3 
¥ 7 

2 
7 

Nastepnie zastosujemy wzor skréconego mnozenia na kwadrat sumy oraz kwadrat 

réznicy dwoch wyrazen. Otrzymujemy: 
Z 

ie log; 21—log, 81- log, 7 = og, 3+ log, q —4log,3-log,7 = 
7 7 7 7 7 7 7 

= log; 3 + 2log, 3: log, 7 + log, 7 — 4log, 3- log, 7 = : 3 3 3 3 
Ye 7 7 mh if 

Z 2 

= log 3-208, 310g, 7 + og} 7 =| tog, 3 -1on,7 = los =i 
7 7 7 7 7 5 ail Zi 7 

Stad b= 1. Zatem log ; — = 
Sad 
2 



Logarytm — powtérzenie wiadomosci a3 

Przyktad 6. 

Wykazemy, ze jesli x, y, z ¢ R,— {1}, to liczby x'®’* i z'®* sq réwne. 

Zatozenie: x,y,z eR,— {1} 

Teza: Xe 
log, z ee Box 

Dowédd: 

Prawdziwe jest twierdzenie: 

log, x . 
Za Ziel = 7 1x 0 

Stad: 

log, z log,.x logy z log, z-log, x log, x , Z 
Ns = (z a | Sh? = re co konczy dowéd 

z tw. 

Z twierdzenia tego wynika, ze liczby 3°’ ji 7'°® * sq rowne. Korzystajac z udo- 
wodnionego twierdzenia, wskaz jeszcze inne pary liczb rownych. 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

ub 

. Wykaz, ze: 

Oblicz log.25 — 2log, V3 + log, 27. 
3 

. Liczby x, y, z sq dodatnie oraz log,x = log, y = log,z = 2. Oblicz {/xyz . 

. Poréwnaj liczby a i D, jesli: 

log; 2,25 —log; .9 
a= 

4(log;. 1,5+log,.1,5- log, ,3 + log; , 3) 

i b=log5 - log 20 + log*2 

. Wykaz, ze iloczyn liczb m - n, gdzie m = log,log,/ /3/3 in=log,log,4/V2, jest 

kwadratem liczby naturalnej. 

2a+b+1 

4 

+ b 
b) jeslia=log,5 i b=log,2, to log,10 = : : 

a) jeslia=log,2 i b=log,7, to log,,84 = 

. Wykaz, ze liczby ai b, gdzie: 

a= 8'°*°° + log,5 - log.6 - log,7 - log,8 
T 

b= log tg~- log tg -log tg, 
6 4 3 

sa catkowite. 

. Wykaz, ze 

(log,5) 1 + (log,5) * + (log,5)? + (log;5) * + (log,5) ' = 1+ 2log,12. 
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Funkcja logarytmiczna i jej wlasnosci 

Definicja 1. 

Funkcja logarytmiczna o podstawie a, dodatniej i réznej od 1 (a € R, — {1}), 

nazywamy funkcje, ktora mozna opisa¢ wzorem y = log.x, gdzie x € R,. 

Omowimy wiasnosci funkcji logarytmicznej. W tym celu rozpatrzymy dwa przy- 

padki ze wzgledu na podstawe logarytmu. 

| przypadek a € (0, 1) 

Przyktady funkcji logarytmicznych: y = log, x, y= log, x, y= log, x. Ponizej przed- 
: 2 1 

5 Zz 

stawione sa wykresy tych funkcji w jednym uktadzie wspotrzednych. 

Sa SSS 
5 WO ail WA, Xx 

Il przypadek ae (1, +0) 

Wykresy funkcji logarytmicznych: y = log,x, y =log,x, y= log. x znajduja sie ponizej. 

t—15 gt + tt tt tt tt -1 23-4 5. 6" 7) BOM Omid ei oi 1+ 
-2 
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Podsumujmy nasze spostrzezenia. 

VG AY 

y = log, x, ae (0; 1) f: y =log,x, ae (1; +2) 
4 

3 

CANOE EEE Tos LW 

=2 

<A / VEZ SA So 73% 

Wtasnosci funkcji logarytmicznej y = log.x,a > 0ia#1,xeER.. 

¢ Wykresem funkcji logarytmicznej jest krzywa logarytmiczna. 

¢ Dziedzina funkcji jest zbidr liczb rzeczywistych dodatnich, D = R,. 

e Funkcja przyjmuje wszystkie wartoSci rzeczywiste, ZW = R. 

¢ Funkcja jest r6znowartosciowa, bo dla réznych argumentéw przyjmuje rézne 

wartoSci. 

e Funkcja ma jedno miejsce zerowe. Jest to liczba 1. 

e Jesli a € (0, 1), to funkcja przyjmuje | Jeslia <€ (1, +0), to funkcja przyjmu- 

wartosci dodatnie w przedziale (0, 1), je wartosci dodatnie w _ przedziale 

a ujemne w przedziale (1, +00). (1, +00), a ujemne w przedziale (0, 1). 

e Funkcja logarytmiczna jest funkcja monotoniczna. 

— JeSlia € (1, +0), to funkcja logaryt- 

miczna jest rosnaca. 

— Jeslia e (0, 1), to funkcja logaryt- 

miczna jest malejaca. 

Przykta d : 16 

Na rysunku obok przedstawiony jest wy- 

kres funkcji logarytmicznej f/ Do wykresu 

funkcji fnalezy punkt A(9, 2). 

a) Wyznaczymy wzor funkcji 

b) Wyznaczymy wzor funkcji g, ktorej 

wykres otrzymamy po przeksztalceniu 

wykresu funkcji f w symetrii wzgle- 

dem osi OX. 

Ad a) Funkcja f jest funkcja logarytmiczna, wiec jej wz6r ma postac: 

f(x) =log.x, gdziea e R,-{1}ixeR, 

Wiemy, ze dla argumentu 9 wartosé funkcji wynosi 2, czyli 

2—log.9 

Korzystajac z definicji logarytmu, otrzymujemy rownanie: 

a’= 9, skad a=-3 luba=3 

Tylko liczba 3 spetnia warunki zadania, bo podstawa logarytmu jest dodatnia i roz- 

na od 1. 

Funkcja fjest opisana wzorem /(x) = log;x. 
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Ad b) W wyniku przeksztatcenia wykresu funkcji y = f(x) przez symetrie wzgledem 

osi OX otrzymujemy wykres funkcji y = g(x), gdzie 

g(x) =f). 
Skorzystamy rowniez z twierdzenia 0 zamianie podstawy logarytmu (twierdzenie 

1d, str. 40). Otrzymujemy: 

log, x log, x 

GC = 71) =log.% = = 0B x 
log, 3 = 5 

3 

Krzywe logarytmiczne o rownaniach y = log,x oraz y= log, x sq symetryczne wzgle- 

dem osi OX. Ponizszy rysunek ilustruje te sytuacje. 3 

¥ 
4 

Przyktad 2. 
EE 

Wyznaczymy dziedzine funkcji f okreslonej wzorem 

f(x) lOg saat 0s(4x oa x2) 

Logarytm jest okreslony wtedy i tylko wtedy, gdy jego podstawa jest dodatnia i réz- 
na od 1 oraz liczba logarytmowana jest dodatnia. Zatem otrzymujemy uktad wa- 
runk6éw: 

sinx +0,5>0 pad > -0,5 

Sinx 0,9 eS sine O15 

4Ax-x’?>0 Pera 4) 

Uktad ten rozwiazemy graficznie na podstawie wykresu funkcji y = sin x, gdzie 
x € (0, 4). 
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Dziedzina funkcji f(x) = log.in..95(4X — x) jest zbidr D, 

D= [fo 4 U (é. >) U ay ur é 
6 6716 S 6 

Przyktad 3. 

Wykazemy, ze wykres funkcji okreslonej wzorem f(x) = log : oe 

wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych. 
jest symetryczny 

Tex 

Zatozenie: f(x) =log oar 
54+X 

Teza: wykres funkcji fjest symetryczny wzgledem poczatku uktadu wspoétrzednych 

Dowod: Wystarczy pokaza¢, ze funkcja f jest nieparzysta. Wyznaczamy dziedzine 

funkcji f: 

= >Onxe-5) & (5-x)(5+x) >0 & xe(-5,5) 
iP ae 

Dziedzina funkcji fjest zbidr D, D=(—5, 5), ktory jest symetryczny wzgledem punk- 

tu O na osi OX. Zatem dla dowolnej liczby x z dziedziny D takze (—x) nalezy do dzie- 

dziny D. Wykazemy teraz, ze zachodzi rownos¢ —f(—x) = f(x) (dla dowolnej liczby x 

z dziedziny D). Mamy: 

5 —(-x) 5 +x Boe 5-—x } ; 
—f(-x) =-log =—log =log = log —— =f(x), co konczy dowédd. 

5 + (-x) 5-x 5 =X 5+X 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. We wspolnym uktadzie wspotrzednych naszkicuj wykresy funkcji f(x) = log,x 

oraz g(x) = 3*. Wykresy te sq symetryczne wzgledem pewnej prostej. Podaj jej 

wzor. 

2. Napisz wzor funkcji logarytmicznej, wiedzac, ze do je) wykresu nalezy punkt 

A (2. -2) . Naszkicuj wykres tej funkcji i oméw jej wtasnosci. 

eet 1 
3. Wyznacz dziedzine funkcji f(x) = log. , E - 2) 

x+3 
4. Wykaz, ze funkcja f(x) =x - log 2 jest parzysta. 

5. Wykaz, ze jesli argumenty X,, X5, X3, ... Funkcji f(x) = log x tworza ciag geome- 

tryczny, to wartosci funkcji log x, log x,, log x;, ... tworzq ciag arytmetyczny. 

6. Uporzadkuyj liczby: log, 6, log,81, log,4, log, 3, log,3, log. J6 w kolejnosci ro- 

snace]. 2 
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Przeksztalcenia wykresu funkcji logarytmicz- 

nej. Rozwiazywanie ro6wnan, nier6wnosci oraz 

ukiad6w réwnan z zastosowaniem wykresu 

funkcji logarytmicznej 

Przyktad 1. 
NURI 

Wyznaczymy dziedzine funkcji f(x) = log, oe 2 | Na podstawie wykresu funkcji 
x -4 

y=log,x naszkicujemy wykres funkcji fi okreslimy jej zbi6r wartoSci. 

Aby wyznaczy¢ dziedzine funkcji f, wystarczy rozwiaza¢ uktad warunkow: 

—2 | ers sh eee 
x" --4 ea ea i S r -_ = x € (-2, 2) U (2, +00) 

New Mike en ee ee es 

Dziedzina funkcji fjest zbidr (—2, 2) VU (2, +00). 

Przeksztatcamy: 

i 

Xe 
log, log, , wiec yh - 

4 2 
3 = llog,(x a 2) = |-log, (x + 2)| = llog, (x 42) 

f(x) =|log,(x + 2)|, gdzie x € (—2, 2) VU (2, +00). 

Wykres funkcji f(x) = |log,(x + 2)| powstaje w wyniku nastepujacych przeksztatcen: 

y=|f,09| 
———_— 

qe 

y = log,x ah f(x) = log, (x + 2) f(x) = llog,(x a 2)| 

Kolejne przeksztatcenia ilustruja ponizsze rysunki. 

AY 
4 

| 3 AiG) = log, (x + 2) 

Z ostatniego wykresu odczytujemy, ze zbiorem wartosci funkcji f(x) = XZ 

jest (0, +00). q x" —4 
log, 
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Przyktad 2. 

Rozwiazemy rownanie —0,5 log, x? = sh = * 
3 

Interpretujemy rownanie jako r6wnosé wartosci dwoch funkcji f(x) = -0,5 log, x? 

i eee 3 
oraz g(x) = —|x|- —. IQ sla 

Dziedzing funkcji fjest zbidr R — {0}, zas dziedzina funkcji g zbidr R. Dziedzing roz- 

wazanego rownania jest zbior R — {0}. 

Wykonujemy przeksztatcenia: 

1 
“5 log, x*=—log, Vx? =—log, |x|, wiec f(x) =—log, |x|, x <¢ R— {0} 

3 3 3 3 

Wykres funkcji f otrzymamy na podstawie wykresu funkcji h(x) = log, x, po zasto- 

sowaniu nastepujacych przeksztatcen: 3 

y=h(l) shes h(x) = log, x h,(x) = log, |x fl) = — log, |x! 
3 3 3 

Wykres funkcji g(x) = ; Ix| = ; powstaje w wyniku przesuniecia rownolegtego wy- 

= 1 
kresu funkcji y = sh o wektor v = 0 = ;| 

Szkicujemy wykresy obu funkcji we wsp6lInym uktadzie wspotrzednych. 

AY Sprawdzamy odczytane rozwiazania: 
D, 

x) = -0,5logi1x? ee 
ie) Bal f{-3) =/(8) =-05 log, 9=-0.5 tog, =] = 

3 3 

1 1 

LSB GEN = ale D =o 1: 

OraZ 

f(-1) =ft1) =-0,5 log, 1=0 

ee 
DD AMSG a= =9 

Rownanie —0,5 log, x*= sk — ; ma cztery rozwigzania: —3, —1, 1, 3. 

3 
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Przyktad 3. 

Rozwiazemy graficznie nier6wnosé x*— 1 < log, (x?— 4x) — log, (4—x). 
4 4 

Przyjmijmy oznaczenia: f(x) = x*— 1, g(x) = log, (x*- 4x) — log, (4—x). 
4 4 

Wyznaczamy dziedzine nieréwnosci. Funkcja f okreslona jest w zbiorze R. Dziedzi- 

ne funkcji g wyznaczymy, rozwiazujac nastepujacy uktad warunkow: 

—_ - —o, 0)U(4,+ a0 lee AWN x € (—«, 0)U (4, +00) See Sat) 

4—x > 0 [xX <4 Xe, 

Dziedzing funkcji g jest zbidr (—%, 0). Zatem dziedzing nieré6wnosci jest przedziat 

(—00, 0). 

Wzor funkcji g mozemy zapisa¢ w prostszej postaci. Zauwazmy, ze: 

-4 
log, (x*- 4x) — log, (4—x) = log, Ales) = log, (-x), zatem 

4 4 ring ? 4 

g(x) = log, (-x) 
4 

Rozwigza¢ nierOwnosé f(x) < g(x) to wyznaczy¢ zbidr tych argumentow nalezacych 

do zbioru D, gdzie D = (—~, 0), dla kt6rych funkcja f przyjmuje wartoSci nie wieksze 

niz funkcja g. Szkicujemy we wspolnym uktadzie wspotrzednych wykresy funkcji 

f(x) = x*— 1 oraz g(x) = log, (—x). Wykres funkcji g otrzymujemy w wyniku odbicia 
4 

symetrycznego wykresu funkcji y= log, x wzgledem osi OY. 

Sytuacje te ilustruje rysunek obok. 

G1) = los) 5) oso — 0) 
: 1 

4 

fElqa1- 1-0, wiee g(t) Fe), 

stad 

g(x) = lpg ite! — 4x) - log 4 -x) 

f®) <9) = xe (-1,0) 

Zbiorem rozwiqzan nieréwnosci jest (—1, 0). 
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Przyktad 4. 
Pe) eee 

y = log,(x —3)- log, _,4 
ve Ral ae Rozwiazemy graficznie uktad rownan 

: i . logy(x?—4x+4) ; 

Rozwazmy funkcje: f(x) = log,(x — 3) - log, 34 i g(x) = (v2) . Zapiszemy 

wzory funkcji fi g w prostszej postaci oraz ustalimy dziedzine kazdej z nich. Mamy: 

e log,(x— 3) - log, _,4=log,4=2, oilex—3 >0ix—3 #1, zatem 

f(X) =2,x € (3, 4) U (4, +00). 

log, x7-4x+4 1 og, (x- z - ae 2 

° (v2) “ ) 22! Jats i ee |x — 2|, gdzie x e R— {2}, wiec 

G(X) =|x —2|,x e R— {2} 

Szkicujemy wykresy funkcji fi g we wspolnym uktadzie wspdtrzednych w zbiorze, 

ktory jest czescia wspolng dziedzin obu funkcji (rysunek ponizej). 

> 
AN 

Wykresy funkcji fi g nie majg punkt6w 
<2 
= wspolnych. 

1 ae 

+——+ 
OF ied 52 

Uktad rownan jest sprzeczny. 

SprawdzZ, czv rozumiesz 
2 

1. Naszkicuj wykres funkcji f(x) =log, ~~ an 
|x| +2 

eine llog x| 
2. Rozwiaz graficznie rownanie |x — 2| = ——— . 

logx 

3. Rozwiaz graficznie nier6wnoSs¢ log, |x—4| <-1. 
2 
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Rownania logarytmiczne 

Rownaniem logarytmicznym nazywamy rownanie, w ktorym niewiadoma wyste- 

puje tylko w wyrazeniu logarytmowanym lub w podstawie logarytmu. Przyktady 

rownan logarytmicznych: 

log,(x+3)=5 log, ,(x+4)=1 log,x? = 2log,(x — 1) + log,x 

Rozwiazujac rownania logarytmiczne, nalezy pamietac¢ 0 zatozeniach wynikajacych 

z definicji logarytmu: 

e wyrazenie logarytmowane jest dodatnie 

¢ podstawa logarytmu jest dodatnia i rézna od 1. 

W rozwiazywaniu rownan logarytmicznych bedziemy korzystali z definicji logaryt- 

mu, a takze z twierdzenia wynikajacego z wtasnosci funkcji logarytmicznej. 

Twierdzenie 1. 

Jesh are (0/1) (DA o)six, > e R, tolog x, log x = x — 7. 

Metody rozwiazywania r6wnan logarytmicznych oméwimy na przyktadach. 

Przyktad ab 

Korzystajac z definicji logarytmu, rozwiagzemy rownania: 
2 

a) log.(2x— 1) =2 Doge 16—72 C) 088 a | =10) 
x+4 

Ad a) Najpierw wyznaczymy dziedzine rownania. Wyrazenie (2x — 1) jest dodatnie 
wiec 

BEEN SAVE OAV 

il 
x >—,skad D= [5.4] 

2 ea 

Korzystajac z definicji logarytmu, otrzymujemy: 

log. (2x = 2 

3e= 2x1 

10 = 2x 

rah 5 eld 

Rozwigzaniem réwnania jest liczba 5. 



Roéwnania logarytmiczne 

Ad b) Tym razem niewiadoma wystepuje w podstawie logarytmu, zatem 

x-3>0 XS B wh 4 
Ss 

x-3#1 Foren aa ye hee) 

Otrzymalismy dziedzine rownania: 

D = (3, 4) U (4, +00) 

Przystepujemy do rozwiazania réwnania. 

logue l6—2 

(x — 3)?=16 (obie strony réwnania sq dodatnie) 

\(e=ay = vie 
vas = 

X= = 4 X35 —4, Stad 

x=-1 a 

Tylko liczba 7 nalezy do dziedziny rownania. 

Rownanie log, ,16=2 ma jedno rozwiazanie, jest nim liczba 7. 

x 

Ad c) Chcac wyznaczyé dziedzine rownania log, , og, ues :|- 0, nalezatoby roz- 

wigza¢ uktad warunkow: x+4 

>0 
NO a= 2 

x#-4 A EO Plog 
Rat x+4 

Aby ,omina¢” ten problem, mozemy skorzysta¢é z metody analizy starozytnych. 

Stosujemy dwukrotnie definicje logarytmu: 

x ex 
logy; og att) = 

x Ex 

x+4 
Oo l0e2 

KietiX ey 

x+4 
log, 

2 XUEX = 6 

x+4 

x*?+x=6x+24 

xox — 24 —0 

(x + 3)(x-— 8) =0 

west Y= 



1. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna 

Korzystajac z metody analizy starozytnych, nie mozna pomina¢ jej waznego etapu. 

Sprawdzamy, czy otrzymane liczby sa rozwiazaniami rownania: 
2 

seis | = logy s(log,6) = logy 51 = 0 =P 
4 

¢ jeslix=—3, to L=logy. oe 

e jeslix=8, to L=log,, oe, 4 = log, ;(log,6) = 0 =P 
12 

2 

Rozwiazaniami rownania log, « "08 Ser | = 0 sa liczby —3 oraz 8. 
x+4 

Przyktad 2. 

ae j .. log(x —1) 
Rozwiqgzemy r6wnanie —2———— = 0,5. 

log(x + 1) 

Wyznaczamy dziedzine r6wnania: 

26= 1S) Xe 1 Neer d| 

x+1>0 Ne en Ne re ea (le oc) 

log(x +1) #0 x+1#1 0 

Dziedzina rownania jest zbi6r (1, +00). 

Korzystamy z wtasnosci proporcji i otrzymujemy: 

lose )e 

log(x + 1) 2 

2log(x — 1) = log(x + 1) 

Stad na podstawie twierdzenia 1c (str. 40) oraz twierdzenia 1 (str. 52) mamy: 

log(x — 1)? = log(x + 1) 

(XK 1)F= 4-1, ezvli 

x= 3x0, zatem 

x= Oelube3 

Tylko liczba 3 nalezy do dziedziny r6wnania. 

Rownanie ma jedno rozwigzanie. Jest nim liczba 3. 

Przyktad 3. 

Rozwiqazemy rownanie log, (x + 1) =0,5 log, (x—3)?—1. 
3 3 

Wyznaczmy dziedzine rownania: 

fees eet 
i 

(§=3)- 20 x e R- {3} ee) 

Dziedzing rownania jest zbiér (—1, 3) U (3, +00). 



Roéwnania logarytmiczne 

Rownanie rozwiazemy na dwa sposoby. 

I sposob 

Obie strony r6wnania mnozymy przez 2. 

log, (x+1)=0,5log, (x-3)*-1 /-2 
3 3 

2 log, (x+ 1) = log, (x-3)?-2 
3 3 

Korzystamy z twierdzenia 1c (str. 40), aby zapisa¢ lewa strone r6wnania w postaci 

log, (x+ 1)? 
3 

Po prawej stronie liczbe 2 przedstawiamy jako log, ; i korzystamy ze wzoru na 
3 

roéznice logarytméw o tej samej podstawie (twierdzenie 1b str. 40). Mamy: 

log, (x+ 1)? = log, (x-3)?-— log, ; 
3 3 3 

log, (x + 1)? = log, [9(x- 3)?] 
3 3 

Z twierdzenia 1 (str. 52) otrzymujemy: 

(x + 1)* = 9(x-3)?, zatem 

(x+ 1)? -[3(x-3)]?=0 

Stosujemy wz6ér skréconego mnozenia: a? — b? = (a— b)(a +b). 

[(x+ 1) - 3(x-3)][&+ 1) +3(x-3)] =0 

(—2x + 10)(4x — 8) =0 

eX 

Obie liczby nalezq do dziedziny. 

Rownanie log, (x + 1) =0,5 log, (x — 3)* — 1 ma dwa rozwiazania: 2 oraz 5. 
3 3 

Ii sposéb 

Wyrazenie 0,5 log, (x — 3)* przeksztatcamy: 
3 

0,5 log, (x— 3)? = log, y/(x =| = log, |x—3| 
3 3 3 

Otrzymujemy: 1 

log, (x + 1) = log, |x—3|— log, a 
3 3 3 3 

3) 
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skad po zastosowaniu wzoru na réznice logarytmow i twierdzenia 1 (str. 52) mamy: 

log, (x + 1) = log, (3}x -3)) 
3 3 

Xp 3x3 

Dziedzina r6wnania jest zbidr (—1, 3) U (3, +00). Rozpatrujemy dwa przypadki ze 

wzgledu na znak wyrazenia x — 3. 

I. Ik: 

x € (-1, 3) x €(3,+ 0) 

x+1=3¢% +3) Xa oxo) 

ee (1s) x € (3, +00) 

4x =8 —2x =-10 

Me (inc) x € (3, +00) 
X=2 = 5) 

Laven xX — 2. Zatem x= 5. 

Rozwiazaniami rownania sq liczby 2 i 5. 

Przvktad 4. 
il 

Rozwiazemy rownanie log,2 + 2log,,.2 =—2 a 

Liczby logarytmowane sq dodatnie. Wystarczy zatozy¢, ze podstawa logarytmu jest 

liczba dodatnia i rozna od 1. Zatem: 

(ee On xe Dax 0A 1) [roOnxeinxed| => 

=> xeR,- 1; 1} 
4 

Wyznaczylismy dziedzine: D= R, — ; i}. 

Ze wzoru na zamiane podstawy logarytmu otrzymujemy: 

7 
log = 210g, 2 — 5 

Liat OCs 
log, x | log, (4x) 3 

Ale 

log,(4x) = log,4 + log,x = 2 + log,x 

Zatem rownanie ma postac: 

1 2 vf 
fe = 

log,x 2+log,x 3 



Roéwnania logarytmiczne sy 

Wprowadzamy zmienna pomocnicza t = log,x, gdzie x € D (zauwaz, ze t4# 0it #2). 
Otrzymujemy r6wnanie wymierne ze wzgledu na zmienna t: 

if 2. 
Bese! ecko 
t 2+t 3 

peer G czyli 
Dre te aes 

7t?+23t+6=0 

, : 2 
Rownanie kwadratowe ma dwa rozwigzania: t, =—3, t,=——. 

Wracamy do podstawienia: y 

log,x=—3 v logs == 

X= 2 Vv xe? 7 

(oO 
8 Va 

Obie liczby naleza do dziedziny rownania. 

ip 1 
Rownanie log,2 + 2log,,2 =—2 — ma dwa rozwiazania. Sa to liczby — oraz a : 

3 8 [4 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Rozwiaz rownania: 

a) log, ,4=2 bD) logs (x32) 3 c)log-(los.(x- 1) a1 

2. Rozwigz rownania: 

a) log 5+ log(x + 10) — 1 = log(21x — 20) — log(2x — 1) 

b) log,(x — 2) + 0,5log,(x — 4)*=0 

3. Rozwigaz rownanie 2log,3 + log;,3 + 3log,,3 = 0. 

log( vx —1+ 1) 1 
YeROZWidz rownahies——— 

log(Vx-1 + 7) 2 

5. Rozwigz rownania: 

a) log,64 — 6log,x + 7 =0 b) log*x(log x — 1) + (log x + 1)(log x- 1) =7 

log; x —3(log, x —1) a gy 083X=1 _ los, x -3 

3 logs x 1 epee leet 

3 

e) oe Xo 7 = log, x — log} x f) log.*x + log.*x = 3 — log.x. 

3 3 3 

6. Rozwigz rownania: 

a) 2log,x?—log,”(—x) = 4 b) log; (-x-3) = log, (x?+ 6x+9)4+3 
3 3 
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Nierownosci logarytmiczne 

NieréwnoSscia logarytmiczna nazywamy nierOwnos¢, w ktorej niewiadoma wy- 

stepuje tylko w wyrazeniu logarytmowanym lub w podstawie logarytmu. Nierow- 

nosciami logarytmicznymi sq na przyktad: 

log,(x + 6) > log,(4x — 1) LOG CXett 2) peed log, (log,x) > 4 
a 

Z monotonicznosci funkcji logarytmicznej wynika nastepujace twierdzenie. 

Twierdzenie 1. 

a) Jeslra <0; 1) 1x7) x5 e Re to log x, — log x, Sx) 2. 

b)Jeslia-e (ly+-c0) ix) x5, Re tolop xy = Og = ae 

Z twierdzenia tego bedziemy korzysta¢, rozwiazujac nierownosci logarytmiczne. 

Przyktad i. 

Rozwiazemy nierOwnosé log, (4x—1) > 1. 
3 

Okreslamy dziedzine nier6wnosci: 

rn 4 

Najpierw liczbe 1 przedstawimy w postaci logarytmu przy podstawie = a nastep- 

nie skorzystamy z twierdzenia 1a. Mamy: 3 

log, (4x—1) > log, ; 
3 3 

: ; Lave 
Poniewaz podstawa logarytmu 3) jest liczba z przedziatu (0, 1), wiec poréwnujac 

wyrazenia logarytmowane, zmieniamy znak nier6wnoéci na przeciwny. Otrzymu- 
jemy: 

4x-1< zr skad 

xXx < 
WlR 
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Teraz uwzgledniamy dziedzine nieréwnosci. 

1 
DG ae 

Zbiorem rozwiazan nieréwnosci log, (4x — 1) > 1 jest przedziat (¢. +). 
3 

Przyktad 2. 

Rozwiazemy nieréwnosé log,(x*— x) < log,12 — log, 6. 

Najpierw wyznaczymy dziedzine nier6wnosSci: 

x*-x>0 > x(x-1) > 0 © xe (-~, 0) U (1, +0), zatem 

D = (-, 0) VU (1, +00) 

Korzystajac z praw dziatan na logarytmach, prawg strone nierdwnoSci zapisujemy 

w postaci logarytmu przy podstawie 2, czyli 

log,12 — log,6 = log, * =log,2 

Otrzymujemy: 

log,(x* — x) < log,2 

Teraz korzystamy z twierdzenia 1b. 

Poniewaz podstawa logarytmu (2) jest liczba z przedziatu (1, +0), wiec pordwnujac 

liczby logarytmowane, znak nier6wnoSsci pozostawiamy bez zmiany. Otrzymujemy: 

x= 2, skad 

x*-x-2<0 

Zbiorem rozwigzan nierOwnosci kwadratowej jest przedziat 

(—1, 2) (sprawdz!). 

Nalezy jeszcze uwzgledni¢ dziedzine nier6wnoSci. Zatem: 

f er) ee eLOOILD 
x €(-1, 2) 

Zbiorem rozwiazan nieréwnosci log,(x*— x) < log,12 —log,6 jest zbior (-1, 0) U (1, 2). 

Przyktad 3. 

Rozwiazemy nierdwnos¢ log, x - log,x > 8log, 4 
3 ) 3 

Dziedzina nier6wnosci jest zbidr (0, +). 
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Obie strony nier6wnosci podzielimy przez liczbe 

log, 2 
g) 

Zauwaz, Ze log, 2 < 0, bo funkcja y = log,x dla argumentow z przedziatu (0, 1) 

przyjmuje wartosci ujemne. Mamy: 

log, x 
log, xX: <8 

3 lob. 5 

Ze wzoru na zamiane podstawy logarytmu [Pee = log, | wyrazenie 

log, x 3 

log, = 
9 

zapiszemy jako 

log, x, 

S 

a nastepnie - po zastosowaniu drugi raz wzoru na zamiane podstawy logarytmu - 

w postaci 

1 
5 oe 

Otrzymujemy nierOwnosc: 

Log? x < 8, skad 
23 

log’ x < 16 
3 

Obie strony nier6wnoSci sq nieujemne, wiec nierOwnosé mozna zapisaé w postaci: 

log, x| < 4, czyli 
3 

log xe —4 A log,x<4 
3 3 

log, % log olin log) x log, 
8} sj 3 3 

Po skorzystaniu z twierdzenia 1a mamy: 

1 
K< Bil A x> | ee eal 

81 81 

Dziedzing nier6wnosci jest zbidr (0, +90). 

Zatem zbiorem rozwigzan danej nier6wnosci jest przedziat liczbowy =. a1). 
81 
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Przyktad 4. 

layers se ob 
Rozwiazemy nierOwnosé <log,9. 

Ee = Il 

Wyznaczymy najpierw dziedzine nieré6wnosci: 

x > 0 2 xe) Ko) 3 : 
= 

log,x-1#0 log,x #1 x#3 Sarpy -apekiane 

Zatem D= R, — {3}. 

NierOwnos¢ te rozwiazemy, wprowadzajac zmienna pomocnicza t, gdzie t = log,x. 

Otrzymujemy nierOwnosé wymierna: 

t+1 
ee eel 
t—1 

E53 G 
t-—1 

<0 /-(t-1)' 

(3 —t)(t-—1) <0it#1, zatem 

t € (—0, 1) U3, +00) 

Otrzymujemy: 

leet 3) CZV II 

log,x <1 v log,x>3 

log,x < log,3 v log,x >log,27, skad 

RE BW MSA 

x € (-o, 3) U (27, +00) 

Po uwzglednieniu dziedziny, D = R, — {3}, stwierdzamy, ze dana nier6wnoéé spetnia 

kazda liczba ze zbioru (0,3) U (27, +00). 

Przyktad oD: 

Rozwiazemy nierdwnoS¢ log, (x + 2) > log, OyZ 5: 
x 

Najpierw wyznaczymy dziedzine nierownosci: 

i ‘| 
[xs On wet a xt2> 1) niet] Saxe 0 ex Lee 

ie 

= xe (0,1) (1, +), czyli 

De (Op ie (co) 
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Prawa strone nier6wnosci zapiszemy w postaci logarytmu przy podstawie x. Mamy: 

log, 0,25 =—log,0,25 = log,4. 

NierOwnosé przyjmuje postac 

log (x + 2) > log,4 

Ze wzgledu na podstawe logarytmu rozwazamy dwa przypadki (jednoczesnie 

uwzgledniamy dziedzine). 

| przypadek 

Jesli x € (0, 1), to na mocy twierdzenia 1a otrzymujemy: 

log,(x +2) > log,4 

X24 

eae 

Zatem x € (0,1) A x € (—, 2), wiec 

x € (0, 1) 

Il przypadek 

Jesli x € (1, +90), to na mocy twierdzenia 1b mamy: 

log.(x + 2) > log,4 

x+2>4 

Xe 

Stad x € (1, +0) A x € (2, +00), czyli 

x € (2, +00). 

Sumujemy otrzymane rozwiazania. 

Zbiorem rozwiazan nier6wnosci log,(x + 2) > log, 0,25 jest zbidr (0, 1) U (2, +00). 
x 

Przyktad 6. 
z 

Rozwiazemy nierOwnos¢ log, (log,x) + log,(log,x) < —4. 

Dziedzine nieréwnosci wyznaczamy, rozwiazujac uktad warunkow: 

x > 0 
|x>0 

log, = Ose 1 i © x eé (1, +00), zatem 
x 

Wes x >0 

D = (1, +00) 



Nierownosci logarytmiczne 

Zauwazmy, ze: 

il 1 3 
= =— X 

log,4 2log,2 2 2 
log,x = 

Zatem nieréwnos¢ mozemy przedstawi¢ w postaci: 

1 1 
log, (5 -log, x] joe log, (log, x) <-4 

Na podstawie twierdzenia 1a (str. 40) wiemy, ze: 

1 ik 
log,| 5 log, = log, 5 + log, (log, x) =—1+log,(log,x), stad 

1 
—1 + log, (log, x) + oe log, (log, x) <-4 

3 3 
—log,(log,x)<-3 /:— , g,(log, x) / 5 

log, (log, x) <—2, zatem 

log,(log, x) <log, 4 
4 

‘ 
log,x < A 

1 

log,x < log, 2* 

x< 92 

Po uwzglednieniu dziedziny otrzymujemy odpowiedz. 

Zbiorem rozwigzan nierOwnosci jest przedziat (ir ap 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Rozwiaz nier6wnoSsci: 

a) log, —* <0 b) log, (x?-5x+6) >-1 
Z 

2. Rozwiagz nier6wnoSé (log,x)?+ log,x — 2 <0. 

3. Rozwigz nier6wnos¢ log,(x + 1) + log,(2 — x) < 0. 

4. Rozwiaz nier6wnoS¢ log,x - log, x< log, 16. 
3 3 

5. Rozwiaz nieréwnoé¢ log,(log,x) + log, (log,;x) <2. 

63 



1. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna unkcja wy funkcja logary 

Rownania i nierOwnosci 

logarytmiczno-wyktadniczo-potegowe 

Rozwiazywanie tego rodzaju rownan i nieréwnosci zilustrujemy przyktadami. 

Przyktad I : 

Rozwiazemy rownanie 27'°8* — 7 - 9!98x — 21 - 3!°8* + 27 =0. 

Dziedzing rownania jest zbidr liczb rzeczywistych dodatnich, D = R,. 

Przedstawimy r6wnanie w dogodniejszej postaci: 

(32) bes (37) log x _ Pile 3 logx 4 27=0 

(aiees 27 - (Site*\4 = 1 3 e270 

Wprowadzamy zmienna pomocnicza t, t= 3'°8*, i otrzymujemy rownanie wielomia- 

nowe 

t?—7t?-21t+27=0 

Rownanie to ma trzy rozwigzania: t, = —3, t,= 9, t,= 1 (sprawdz!). 

Otrzymujemy: 

Seo So hha 9) Ve a esa 

Pierwsze rownanie jest sprzeczne. Rozwigzujemy pozostate dwa. 

pitt 327 3s = 3, Stad 

logx=Z v log x=0;czyli 

eT OLOE Noe | 

Obie liczby nalezqa do dziedziny. 

Rownanie ma dwa rozwigzania: 1 oraz 100. 

Przyktad 2. 
Pee 

Rozwiazemy rownanie log,(4 - 3*— 6) — log,(9*— 6) = 1. 

Na podstawie definicji logarytmu ustalamy dziedzine rownania. 

[4-3-6 >0 oe Ja 3 
|9: Zone <> 2 ZB 

ae 9° > 6 la > 6 

Strony otrzymanych nier6wnosci sq dodatnie. Logarytmujemy obie strony obu nie- 
rownosci przy podstawie 3, otrzymujac w ten sposob uktad warunkow rownowaz- 
nych (twierdzenie 1b, str. 58) 

x 3 3 & 
log, 3° > log, = Xe NOR xX > log, — 7 

2° “209 oe, oe Op, J6 

hee ae > log 46 2x > log, 6 x > log, NG 
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Dziedzing réwnania jest zbidr (log, /6 , +»). 
Przystepujemy do rozwigzania rownania. 

log, (4 - 3*— 6) —log,(9*- 6) =1 

43° —6 
eanguee | ke 

Ai3 = 6 = 

Ta 
Aes —6=2°9—12 (72 

(3*)?-2-3*-3=0 

Otrzymane rdwnanie wyktadnicze rozwigzujemy przez podstawienie zmiennej 

pomocniczej t, t= 3*. 

t?— 2t-3=0, skad 

t=3 v t=-1 

Zatem 

3=3 Vo s=—1 (r6wnanie sprzeczne) 

ea | 

Liczba 1 nalezy do dziedziny r6wnania (1= log,3, zaS log,3 > log, V6 ). 

Rozwigzaniem rownania jest liczba 1. 

Przyktad 3. 
eee 

Rozwiazemy réwnanie Vx!” =10. 

Okreslamy dziedzine r6wnania. 

Deh. 

Skorzystamy z wtasnosci poteg i logarytmdéw, aby zapisaé rownanie w prostszej po- 

staci. Mamy: 

vxiev* — 10 
1 

i \2 
a it) 

Na podstawie twierdzenia 0 potegowaniu potegi otrzymujemy: 

1 
1 : 
log x2 

x? nC) 
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W wyktadniku potegi korzystamy z twierdzenia Ic, str. 40. Mamy: 

| ii 
log} x2 

=10 

x!8*" = 10 
Obie strony r6wnania sq dodatnie, wiec po zlogarytmowaniu obu stron przy pod- 

stawie 10 otrzymujemy rownanie rownowazne danemu (twierdzenie 1, str. 52): 

Xx 

log x'®*' = log10 

Ponownie korzystamy z twierdzenia 1c, str. 40 i otrzymujemy: 

1 

logx? log x= 

il 
—log*x=1 A § 

log’x =4 

logx=-2 v logx=2 

X= 0 01a aex 2100 

Obie liczby naleza do dziedziny r6wnania. 

Réwnanie ma dwa rozwiazania 0,01 oraz 100. 

Przyktad 4. 

Rozwiazemy nierdwnos¢_ /log, x +3 > log, x+1. 
2 2 

Wyznaczamy dziedzine nier6wnosci: 

xe 0) ie x >0 Xe) 5 Ae 

log, x +320 loge log, x>log,8 — oe = xe (0,8) 
2 2 2 2 

Zatem D'= (0538): 

Rozwazymy dwa przypadki. 

I. log,x +120 A xeD,czylix e (0,2) oraz 
2 

Il. log, x +1<0 A xeD,skadx € (2, 8). 
2 

I przypadek 

JeSlix € (0, 2), to obie strony nier6wnosci sq nieujemne. Zatem po podniesieniu obu 
stron nierownosci do kwadratu otrzymamy nieréwnos¢ rownowazna danej. Mamy: 



Rownania i nieréwnosci logarytmiczno-wyktadniczo-potegowe 67 

2 2 

| flog, x 3] > or, x 7 
2 2 

log, X +3 > log; x + 2log, x+1 
2 z 2 

log; x + log, x -2 <0 
2 2 

Otrzymang nieréwnos¢ rozwiazujemy przez wprowadzenie zmienngj t, t = log, x. 
Mamy: 2 

t?+t—2 < 0,skadt € (-2, 1), czylit > —-2 A t<1,zatem 

logaxe 29 log exe i 
2B 3 

log, x > log, 4 a log, x < log, a 
2 2 2 24 

1 
Nee UL I FES eae 

REE F4) 
2 

Po uwzglednieniu zatozenia x € (0, 2) otrzymujemy: x € i. 2) 

Il przypadek 

Jesli x © (2, 8), to lewa strona nier6wnosci jest nieujemna, a prawa ujemna, wiec 

nier6wnoS¢ te spetnia kazda liczba z przedziatu (2, 8). 

Sumujemy zbiory otrzymane w obu przypadkach. 

RE 3.2) Ci, 8) <> Xe 3.8) 
2 Z 

? ote meal 
Zbiorem rozwigzan nierOwnosci jest przedziat . 8) 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Rozwiaz rownanie 2,5'°%* +0,4'°8* = 2,9. 

ioe RS . 1+] 
2. Rozwigz rownanie x °°*** = 9x’. 

3. Rozwiaz nier6wnosé log,(9*- 1+ 7) > 2 + log,(3*~!+ 1). 

4, Rozwiaz nier6wnosé /2—logx 2 log x. 
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Zastosowanie rownan i nierownosci 

logarytmicznych w rozwiazywaniu zadan 

Przyktad 1. 
RS ‘ 

Wyznaczymy wszystkie wartosci parametru m (m > 0), dla ktorych uktad rownan 

Z102 2x yom 1 ( 
a: s spetnia para liczb (x, y) taka, ze 2 <1-. 

2-x+log,,m-y=0 Viena 

Uktad réwnan liniowych rozwiazemy metoda wyznacznikowa. Obliczamy wyznacz- 

niki: 

2log,.m 1 
= 2log*,.«m—2=2(log*,.m= 1) = 

2 log,,m 

= 2(log, 7m — 1)(logy,m + 1) 

1 

0 log,,m 

VANS ec ig! dl 

Z 0 
Wie = logy) ,m W = 

Ye 
[=-2 

Uktad ro6wnan jest oznaczony wtedy i tylko wtedy, gdy wyznacznik gt6wny jest r6z- 

ny od zera. 

W#0 <= (log);m#1alogy;m4#-1Am>0) > 

= (m4 05Am42~m> 0) = me R,—{0,5; 2} 

Jeslim € R,— {0,5; 2}, to uktad r6wnan spetnia para liczb (x, y), gdzie 

logy,m =), 
y= 

2(log;. m— 1) 2(log;. m- 1) 

Z warunkow zadania s < 1S czyli 

WV 

log,;m 3 
<= -(-2 5 ; fa 2) 

log,,m 2-3 

logy 5m 2 log, .8, skad 

m<sg 

Otrzymujemy: 

(me Ri—{0,5; 2) ”Aom =< 8) mre (0) 8) = {0552} 

Dany uktad réwnan liniowych speinia taka para (x, y), ze a < it wtedy, 
Z 

edyme [0,- U 52] wW(Z,.8). 
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Przyktad 2. 

W prostokatnym uktadzie wspdtrzednych zaznaczymy zbiér wszystkich punktow 

2; 

ptaszczyzny, ktorych wspotrzedne (x, y) spetniaja rownanie: log,x - log,y— 2 =log, *_. 

UA 
Zauwazamy, ze to rownanie ma sens wtedy i tylko wtedy, gdy 

x0 v= 0 

Zatem dziedzing rownania jest zbiér 

Dees Ulihy = 0} 

Korzystajac ze wzorow na logarytmy, przeksztatcamy rodwnanie do dogodniejszej 

postaci: 

log,x - log,y — 2 =log,x*— log,y 

log,x - log,y — 2 — 2log,x + log,y =0 

Otrzymane po lewej stronie r6wnania wyrazenie zapiszemy w postaci iloczynu. 

Zastosujemy metode grupowania wyrazow. 

(log,x - log,y + log,y) — (2 + 2log,x) =0 

log,y(log,x + 1) — 2(log,x + 1) =0 

(log.x + 1)(log,y — 2) =0 

Z wtasnosci iloczynu otrzymujemy: 

log a Jl valogy— 2 =() 

logx=—1  v logiy=2 

Korzystajac z definicji logarytmu, mamy: 

1 
X= =v y=4 5 JP 

Po uwzglednieniu dziedziny otrzymuje- 

my zbior, ktory jest suma dwoch poipro- 

stych. Zbior ten ilustruje rysunek obok. 

Przyktad 3. 

Wyznaczymy granice ciagu (a,,), jesli wiadomo, ze a, = xX, + X,+ X34... +X,, oraz dla 

kazdej liczby n,n € N,— {1} spetniony jest warunek: 

log,x, ——1 

log, Xn, rv log, Xi Al 
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Zauwazamy, Ze wyraZy X}, X>, «.., X, a dodatnie, co wynika bezposrednio z definicji 

log, Xu=—! 
logarytmu. Ponadto, z warunku | , gdzie n € N, — {1}, oraz 

logy x: 102, xX == 

wtasnosci logarytmow otrzymujemy: 

x, 
il : 

Xe —oole 169 =-1) cay 
7 ves) GRE, 

x Se i Xn -1] 
ey ae S 4 eS 

Mozemy wnioskowaé, ze liczby x,, X>, .... X,, W podanej kolejnosci, tworza ciag geo- 

ae i 
metryczny, 0 pierwszym wyrazie x, = 5 iilorazie q= & Zatem n-ty wyraz ciagu (a,) 

jest sumq n kolejnych poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego (x,). Stad 

lima, = lim= 1 -(5 =e bo : aU 
n> noo pp 3 D 3 n> 

Granica ciqagu (a,,) jest liczba * 

Przyktad 4. 

Rozwiazemy réwnanie : = log.,.2,10. 
log(0,5 + COS" x) 

Wyznaczamy dziedzine rdwnania: 

nm kn 
xX #—+— 

log(0,5 + cos’ x) +0 cos? x # 0,5 2 

sin2x > 0 & <2kn < 2x <n+2kn, kEeCS teks, Sehr), kee o 

in2x 6 al ae x on ec 7 
2 Bees A +kr 

ES ce ie, + koe Jl E+E + es 
4 4 2 



Zastosowanie rownani i nieréwnosci logarytmicznych w rozwiazywaniu zadar Hal 

Dziedzina rownania jest suma zbioréw majacych posta¢ 

Gaia *+kn,t+kn|,gdziek eC. 
4 “ 2 

Korzystajac po prawej stronie rownania ze wzoru na zamiane podstawy logarytmu, 
otrzymujemy: 

2 
0 Pe ne ee ee, stad 
log(0,5 + cos x) log sin2x 

2log sin 2x = log(0,5 + cos?x) 

Na podstawie twierdzenia 1c, str. 40 oraz twierdzenia 1., str. 52 mamy: 

log(sin 2x)? = log(0,5 + cos?x) 

sin?2x = 0,5 + cos2x 

Mnozymy obie strony r6wnania przez 2, nastepnie od obu stron odejmujemy 2 i ko- 

rzystamy ze wzoru 2cosx — 1 = cos 2x. Otrzymujemy réwnanie: 

2sin?2x — 2 = cos2x 

Ale sin?2x = 1 — cos?2x, wiec r6wnanie ma posta¢ 

2(1 — cos?2x) — 2 = cos2x 

2cos*2x + cos 2x = 0, skad 

cos 2x(Zcos 2x + 1) =0 

cosi2x=0 Vv cos2x=-= 

2x =F + kn S x= —S + 2k v 2x = + 2k eG 

Peal V xa tke v x=2 thn REE 
4 2 

Po uwzglednieniu dziedziny rownania stwierdzamy, ze rozwiazaniami rownania sq 

liczby majace posta¢ 7 + kn, gdziek € C. 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Rozwigz nieréwnoSé logox + log,’x + logy’x + ... < a 

2. W prostokatnym uktadzie wspétrzednych zaznacz zbior wszystkich punktow 

ptaszczyzny, ktérych wspétrzedne (x, y) spetniajq warunek log, jy = 2. 

3. Rozwigz rownanie log. tg x = 2log,2 - log,(2sin x). 

4. Wyznacz wszystkie wartosci x, dla ktorych liczby log 3, log(10*+ 6), 

log(10** !— 3), w podanej kolejnosci, tworza ciag arytmetyczny. 
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Zastosowanie funkcji wyktadniczej i funkcji 

logarytmicznej do rozwiazywania zadan 

umieszczonych w kontekscie praktycznym 

Przyktad 1 : 

Zauwazono na podstawie eksperymentu, ze liczba bakterii pewnej ich kultury po- 

dwaja sie kazdego dnia. Wyniki badan przedstawiono w tabeli. 

Czas [dni] Oa! 2 3 4 
Liczba bakterii 

(w przyblizeniu) 
100 200 400 800 1600 

Poczatkowa liczba bakterii rowna 100 po jednym dniu wzrosta do 200, po dwoch 

dniach wynosita juz 400 itd. Jesli oznaczymy przez t — czas (w dniach) obserwacji 

kolonii bakterii, a przez f(t) — przyblizong liczbe bakterii po dniu t, to zaleznosé te 

mozemy opisa¢ wzorem f(t) =c- a‘, gdziea > Oit> 0. 

a) Okreslimy wzor funkcji fdla powyzszego eksperymentu. 

b) Obliczymy przyblizona liczbe bakterii tej kolonii po 17 dnia. 

c) Obliczymy, w ktérym dniu obserwacji liczba bakterii byta rowna 12 800. 

Ad a) Skoro dla t rownego 0 liczba bakterii wynosita (w przyblizeniu) 100, to 

f(0) =c- a°=100, skad c= 100 

Liczba bakterii kazdego dnia podwaja sie, wiec a = 2. Zatem wzor funkcji f ma po- 

stac: 

f(6) =100 - 25 gdzie t € (0, +00) 

1 
Ad b) Po uptywie 1 fi dnia (1 dnia i 6 godzin) liczba bakterii byta r6wna: 

5 
(25) =100- 2* =100-( 42 )5~ 238 

Ad c) Kultura bakterii liczyta (w przyblizeniu) 12 800 sztuk po czasie t, wiec 

100'227=12,.3007/2100 

Ze Zo 

2'=27 

boas 

Liczba bakterii wyniosta 12 800 po uptywie 7. dnia eksperymentu. 
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Przyktad 2. 

Pan Kowalski ztozyt w banku pewna kwote K, (zt) na procent sktadany w wysoko- 
Sci 6% rocznie przy kapitalizacji kwartalnej. Obliczymy, po ilu kwartatach kwota ta 
podwoi sie. Uwzglednimy 18-procentowy podatek od odsetek. 

Po zainwestowaniu kwoty K przy rocznej stopie procentowej 6% i kwartalnych 

okresach kapitalizacji, po x kwartatach, po odliczeniu 18-procentowego podatku od 

odsetek pan Kowalski bedzie miat na koncie kwote K, 

0,06 

4 
K=K,(14 0,82 

Poniewaz K = 2K,, zatem 

2K) =K,(1+ 0,015 -0,82)* /: K, 

2 C0t23)" 

Po zlogarytmowaniu obu stron rownania (obie strony sq dodatnie) mamy: 

los 2—log (10123) 

looi2—xlog 10123 

n logZ 

log 1,0123 

log 2 ~ 0,30103; log 1,0123 ~ 0,00531; stad 

x = 56,70 

Po 57 kwartatach, czyli po 14 latach i 3 miesiacach kwota ztozona w banku sie 

podwoi. 

Przyktad 3. 
Pe eee 

Lekarstwa, ktore przyjmuje cztowiek, sq stopniowo eliminowane przez organizm. 

Ilosé leku (w przyblizeniu), jaka pozostaje w organizmie, zalezy od wielkosci dawki 

leku d (mg) oraz czasu t (h) liczonego od momentu zazycia lekarstwa i wyraza sie 

wzorem P(t) =d- (0,7)*, gdzie t > 0. 

Zatozmy , ze chory przyjat 20 mg leku. 

a) Oszacujemy, ile mg leku znajduje sie w organizmie chorego po uplywie 6 godzin 

od momentu zazycia lekarstwa. 

b) Wyznaczymy, ile procent zazytego leku jest eliminowane z organizmu w ciagu 

kazdej godziny. 

c) Obliczymy, jaka najmniejsza liczba godzin musi uplyna¢, aby w organizmie cho- 

rego pozostato co najwyzej 0,56495 mg leku. 

Ad a) Dla dawki d leku rownej 20 mg wzér funkcji P ma postac: 

P()=20-(057) 

73 
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Aby obliczyé, ile mg leku pozostato w organizmie chorego po uptywie 6 godzin od 

zazycia leku, wystarczy obliczyé wartos¢ funkcji P dla argumentu 6. Stad 

P(6)=20- (0,7)°=20..0,11 7649.22.35 

Po 6 godzinach w organizmie pozostanie jeszcze okoto 2,35 mg leku. 

Ad b) Zauwazmy, ze po uptywie kazdej godziny w organizmie cztowieka pozostaje 

0,7 masy (mg) leku z poprzedniej godziny. Oznacza to, ze w ciagu kazdej godziny 

30% leku pozostajacego w organizmie jest neutralizowane. 

Ad c) Masa leku pozostajaca w organizmie chorego ma by¢é mniejsza lub rowna 

0,56495 mg. Mozemy zatem zapisac: 

20 - (0,7)' < 0,56495 /:20 

(0,7)' < 0,0282476. 

Logarytmujemy obie strony nierdwnosci (obie strony sq dodatnie) przy podstawie 

0,7 i korzystajac z wtasnosci funkcji logarytmicznej (funkcja malejaca, bo 0,7 € (0, 1)), 

mamy: 

log, 7(0,7)' > log, ,0,0282476 

t > log, ,0,0282476 

Ale log, ,0,0282476 ~ 10, zatem 

assakl) 

Musi uptyna¢ co najmniej 10 godzin od momentu zazycia leku. 

Szybkosé samorzutnego rozpadu jader atomowych jest cecha danego izotopu pro- 

mieniotworczego i zalezy od liczby jader w danej prébce. Najczesciej stosowana 

miara szybkosci rozpadu promieniotwoérczego jest okres potowicznego zaniku 

okreSlajacego czas, w ciagu ktérego rozpada sie potowa poczatkowgj liczby jader. 

Jesli w chwili poczatkowej t = 0 liczba jader wynosita N,, to liczbe jader, ktére nie 

rozpadly sie do chwili t, mozna obliczy¢ ze wzoru: 

N=N,-e™, gdzie e ~ 2,72, 

i. — stata rozpadu promieniotworczego niezalezna od czasu t. 

Stata rozpadu zalezy od indywidualnych wtasciwosci jadra promieniotworczego, 

przede wszystkim od liczby porzadkowej Z i masy atomowej A. Jak widaé ze wzoru 
N=N,-e™, liczba atomow, ktore nie ulegty rozpadowi, maleje w czasie wyktadniczo. 

Przyktad 4. 

Czas potowicznego rozpadu izotopu strontu 3;Sr wynosi 20 lat. Obliczymy, ile pro- 
cent pierwotnej liczby jader pozostanie po uptywie: a) 10 lat, b) 70 lat. 
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Obliczymy najpierw stata rozpadu izotopu strontu. Poniewaz czas potowicznego 
rozpadu wynosi 20 lat (T= 20), wiec po uptywie 20 lat pozostanie potowa poczat- 

ae ; aN 
kowej liczby jader, czyli =e . Otrzymujemy rownanie: 

N, 
wy No: e720a 

2 

ih : 
Stad mamy: 5 =e °. Obie strony réwnania sq dodatnie, dlatego po zlogarytmowa- 

niu stron r6wnania przy podstawie e otrzymujemy: 

1 
In= =Ine?™ 

2 

In2-'=-20A Ine 

—In 2 =-20X 

(ome 
20 

pe ini2 
Stata rozpadu izotopu strontu A ma wartos¢ air 

Obliczmy teraz, ile procent jader pozostanie po uptywie 10 lat: 

N=N,-e™, 

eee wee mv2 

N=N,-e 7 * rN en ile Cane o ane 2 stad 

N ~ 0,707 - No 

Po uptywie 10 lat pozostanie okoto 70,7% liczby jader izotopu strontu. 

Podobnie mozna obliczyé¢, ile procent jader pozostanie po uptywie 70 lat: 

In2 _7in2 
= 

ey In ,/—— 

Nese C1 e=Ne.c 0 =N;. 16 (i =e - N, 0,0884 - N, 

Po uptywie 70 lat pozostanie okoto 8,84% liczby jader izotopu strontu. 

SprawdzZ, czv rozumiesz 

1. Naukowcy zauwazyli, ze z powodu zmian sSrodowiska naturalnego pewien ga- 

tunek zwierzat liczacy obecnie 1000 sztuk moze wygina¢. Oszacowali, ze po t 

latach gatunek ten bedzie liczyt (w przyblizeniu) 

N(t) =1000 - (0,9)' sztuk 

a) Oblicz, ile osobnikéw tego gatunku bedzie po 5 latach. 

b) Po ilu latach liczba osobnikéw tego gatunku bedzie mniejsza niz 250? 
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Ele enty analizy 
matycznej 

Sire 

Powtorzenie i uzupelnienie wiadomosci 

Oo granicach ciagow 

W tym rozdziale rozpatrywa¢ bedziemy tylko nieskonczone ciagi liczbowe. 

W klasie drugiej poznates sformutowanie ,,prawie wszystkie wyrazy ciagu” odno- 

szace sie do ciagéw nieskonczonych. Oznacza ono ,,wszystkie wyrazy ciagu poza 

skonczong liczba wyrazow tego ciagu”. Przypomnijmy definicje granicy ciqagu. 

Definicja 1. | 

Liczba g jest granica ciqggu nieskonczonego (a,,) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kaz- 

dej liczby dodatniej ¢ (epsilon) prawie wszystkie wyrazy ciagu (a,,) znajdujq sie 

w odlegtosci mniejszej niz ¢ od liczby g. 

JeSli liczba rzeczywista g jest granica ciagu (a,,), to zapisujemy: lima,=g luba,—g, 

jeslin > «, Méwimy wowczas, ze ciag (a,,) jest zbiezny do granicy g. 

Prawie wszystkie wyrazy ciagu rozumiemy jako ,,wszystkie wyrazy ciagu od pew- 

nego miejsca”. Zatem wersja rownowazna definicji 1. jest nastepujaca: 

Definicja 1’. 

Liczba g jest granica ciagu nieskonczonego (a,,) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kaz- 

dej liczby dodatniej < istnieje taka liczba 6 (delta), ze dla kazdej liczby naturalnej 

n wiekszej od 6 zachodzi nier6wnos¢ |a, — g| < «. 

Zapis symboliczny: lima,=g <= AV /A |a,-g| <€ 
é>0 5 n>d 



Powt6rzenie i uzupetnienie wiadomosci o granicach ciagow TE: 

Przyktad 1. 

Na podstawie powyzszej definicji wykazemy, ze nieskonczony ciag (a,), gdzie 

3n—2 
a, = ce , jest zbiezny do 3. 

+n 

Niech ¢ > 0. Mamy wykaza¢, Ze istnieje taka liczba 6, ze dla kazdej liczby naturalnej 
n wiekszej od 6 spetniona jest nier6wnoSé |a, — 3| < ¢. Rozpatrujemy wyrazenie 
la, — 3|. Otrzymujemy: 

3n—-2 3n-—2 3+3n —5 5 5 

lin 1+n l+n 1+n| i1+n on 

Mamy zatem: 

5 5 
|a,— 3| = <——<6 stad 71> 2 ae 

1+n n & é 

Pokazalismy, ze dla kazdej liczby dodatniej ¢ istnieje taka liczba o{ np.0 = = ze 

dla kazdej liczby naturalnej n wiekszej od 6 prawdziwa jest nier6wnoS¢ |a,, — 3] < «, 

co dowodzi, ze lima, =), 

Przypominamy, ze kazdy ciag zbiezny ma tylko jedngq granice. Wiesz takze, ze: 

1) JeSli ciag (a,,) jest staty i a,=a, to ciag (a,,) jest zbiezny i lima, = (e 

2) Jesli lima, =a ia, 2 0 dla kazdej liczby n, gdzie n € N,, to lim Ja, = Ja. 

3) Jesli|q| < 1, to ciag nieskonczony (a,), gdzie a, = q" jest zbiezny i lim Gael: 

Obliczanie granic ciagow zbieznych utatwia nam nastepujace twierdzenie. 

Pare, 
Twierdzenie 1. (0 dziataniach arytmetycznych na granicach ciagéw zbieznych) 

Jesli lima, =a i limb, = 5, to istniejq granice ciagow (a, + b,), (4, — bn), (4, - Bp) 
n>o 

oraz [e przy dodatkowym zatozeniu, ze b 4 0i b, #0 dla kazdej liczby natural- 

n 

nej dodatniej n, i prawdziwe sq nastepujace rownosci: 

a) lim (a, +b,) =a+b b) lim (GD, =a =p 

noo b 
n 

c) lim (a, - b,)=a-b d) | | - : 
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Przyktad 2. 

Obliczymy ie 

od i) 
ers 

b) lim TTS 
ne 2.4" 42" 

c) lim(n —Vn? + sn} 

Ada) i (2 ~ =\s + 2)| = i 2 ~ =) He + 3) =(2—0)- (5+ 0)=10 
n—>00 n n n—00 ne} n> 

7 ! A = 8 

Ad b) Najpierw dzielimy licznik i mianownik utamka -———— przez 4", nastep- 

nie korzystamy z wtasnosci granic. IB BS 3 

8 
Tag hir’ a (@ ie att 

lim ————— _ = lim = 
DSS Ve ee Ves (3) 2+ 0 

Faye |= 

Adc) Wyrazenie (n —Vn' + sn} mnozymyidzielimy przez wyrazenie (n +n? + Sn), 

nastepnie stosujemy wzor skroconego mnozenia na rdznice kwadratéw oraz dzie- 

limy licznik i mianownik przez n. Na koniec stosujemy twierdzenia 0 granicach cia- 

gow zbieznych. 

Rina ig Oe 

lim(n— vr? +5n] = lim (n— vn? +5) oy ee = 
n> no n+ Ln? +5n DPR ly? 57 

-5 5 a5 
es 5 1+V1+0 2 

14+,/1+ 
n 

W klasie drugiej poznates rowniez twierdzenie o trzech ciagach. Przypomnijmy je. 

Twierdzenie 2. (0 trzech ciagach) 

Jesli dane sq trzy ciagi nieskonczone (a,), (b,), (c,), lima, = limc, = g oraz ist- 

nieje taka liczba 0, ze dla kazdej liczby naturalnej n wiekszej od 6 prawdziwa jest 

nieroOwnos¢ a, <b, < ¢,, to limb, = g. 
n 



Powtoérzenie i uzupetnienie wiadomosci 0 granicach ciqgow 

Przyktad 3. 
be 

Obliczymy granice limes 
n—-o0 n 

Wiemy, ze 

~eosinx = 1 jesliixe R 

Zatem dla kazdej liczby naturalnej dodatniej n prawdziwa jest nierownos¢: 

Ponadto 

m=O oraz feels 
n>o n>o 7 

esin 
Na mocy twierdzenia 0 trzech ciagach lim 

n+>o n 

= 0 

Teraz udowodnimy nastepujace twierdzenie. 

Twierdzenie 3. 

Jesli lima, =a, to lim |a,|=|al. 
no no 

Dowéd: W klasie pierwszej (zobacz podrecznik str. 80, twierdzenie 1.) dowiedziates 

sie, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y prawdziwa jest nierownos¢ podwojna 

(*) kiI-bi< k+yl <kl+ | 
Niech nieskonczony ciag (a,,) bedzie zbiezny do granicy a. 

Przyjmijmy: x=a, y=a,—a. 

Uwzgledniajac (*), otrzymujemy: 

|a|—|a, —a] < |a,| < |a|+|a,—al, skad 

(*) — -la,—al < |a,|—|a] < la, — a 

Poniewaz lim a,= a, wiec dla kazdej liczby dodatniej ¢ istnieje taka liczba 6, ze jesli 
no 

n> 0, to 

(a) ee ed) Czy laa | 6 

Zatem z nierOwnosci (**) i (***) wynika, ze 

—€ < |a,|—|a| <¢, 

a to znaczy, ze dlan > 6 spetniona jest nierownos¢ 

J]a,|-lal|<e ezyli 

lim |a,] = |al, 
n>o 

co konczy dowéd. 

72 
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Przyktad 4. 

*—125 
Obliczymy granice lim a ea 
Mamy: > |(10 —2ny’ 

5 UZ 

Sn —125 © 5-125 | i ee 
n>0(10—2 8 n> aa n> 3 8 

sealed. (22 n n 

Zatem na mocy twierdzenia 3. otrzymujemy: 

Se SVE eS 
ne 1(10 — 2n)° 8] 8 

UWAGA: Twierdzenie odwrotne do ostatniego twierdzenia nie jest zdaniem praw- 

dziwym. Z tego, ze ciag (\a,,|) jest zbiezny, nie musi wynika¢, ze ciag (a,,) jest zbiezny. 

Na przyktad jesli a, = (-1)",n € N,, to lim |a,|= lim 1 = 1, natomiast ciag (a,,) nie jest 

zbiezny. — as 

Prawdziwe jest natomiast twierdzenie. 

Twierdzenie 4. 

Jesli lim ia. |= O;tovlima,— 0; 
n> 

Sprobuj udowodni€¢ to twierdzenie. 

W klasie drugiej poznates réwniez ciagi rozbiezne do plus nieskonczonosci (+0) 

oraz ciagi rozbiezne do minus nieskonczonoSci (—%). Przypomnijmy: 

Definicja 2. 

Ciag nieskonczony (a,,) nazywamy ciagiem rozbieznym do plus nieskonczo- 
nosci (odpowiednio ciagiem rozbieznym do minus nieskonczonosci) wtedy 
i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby M istnieje taka liczba 6, ze dla kazdej liczby 
naturalnej n > 0 zachodzi nieréwnoSé a, > M (odpowiednio a, < M). 

Zapis symboliczny: 

lima, = +00 <> /\W /\a, > M lima, = -9% <= /\V a, <M 
n> d n>d noo n>o 



Powt6rzenie i uzupetnienie wiadomosci o granicach ciqgow &1 

Twierdzenie 5. 

Dane sq nieskonczone ciagi (a,) i (b,,), dla ktorych lim a, = +0, limb, = b. 
Wowczas: pa ae 

1) jesli b > 0, to lim(a, - b,) = +00 2) jesli b < 0, to lim(a, -b,) =- 

Prawdziwe jest rowniez analogiczne twierdzenie wtedy, gdy lim a, =—0 
oraz lim b,=b, b+ 0. 

n> 

Przyktad 3. 

Obliczymy granice: 

a) lim (5n* + 18n’ —17n +1) b) Tag : 
n> n>o 2n =a il 

Ad a) Wytaczamy n* poza nawias i otrzymujemy: 

+400 5 
. wok 

lim (51° olen eet) = lim||n‘}- See Ae Shen 
n> n> i n n n* 

Ad b) Dzielimy licznik i mianownik utamka przez n?. Nastepnie wytaczamy w licz- 

niku n poza nawias. Mamy: 00 “B 
LA 

3 2 ih(fse 2-2 
=5n? + 3n—2 Bolle ans 

hit <<< = = big) — i 
n—00 (2n = ship no [2 r +) n> [2 : *) 

n n 4 

Twierdzenie 6. 
il 

Jesli dany jest ciag nieskonczony (a,,), dla ktorego lim Ch =O) ear = +00, 
ni n> a 

Sprawdz, czy rozumiesz 

2 

1. Wykaz, ze granica nieskonczonego ciagu a,, gdzie a, = rei jest liczba 4. 
n+3n 

cos(2n) 

ney 
2. Na podstawie twierdzenia o trzech ciagach wyznacz granice lim 

3. Podaj przyktad ciagu (a,,) rozbieznego do minus nieskonczonosci. Nastepnie 

dobierz taki ciag zbiezny (b,), zeby ciag (a, - b,,): 

a) byt rozbiezny do plus nieskonczonosci _b) byt zbiezny. 
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Granica funkcji w punkcie 

W poprzednim temacie przypomnielismy pojecie granicy ciqgu. Badalismy, do cze- 

go daza wyrazy ciagu (a,), jeslin dazy do plus nieskonczonosci. Teraz zajmiemy sie 

uogélnieniem pojecia granicy na przypadek innych funkcji. Wykorzystamy do tego 

pojecie granicy ciqgu. 

Niech dana bedzie funkcja f, okreslona ,,wok6t” punktu x). Bedziemy bada¢, do jakiej 

liczby (granicy) ,,dazq” wartosci f(x) funkcji f, jesli argumenty x sq ,,coraz blizsze” 

liczby x). Doprecyzujmy: zeby méc mowiC o granicy funkcji fw punkcie xo, funkcja f 

musi byé okreslona ,,wok6t?” punktu x, czyli w pewnym sasiedztwie punktu Xp. 

Sasiedztwem punktu x, 0 promieniu 6 (6 > 0) nazywamy zbidr (Xp) — 6, Xo) U (Xo, Xp + 9) 

i oznaczamy S(xX,) lub S(X5, 6). Przedziat (x) — 0, X)) bedziemy nazywac¢ sasiedztwem 

lewostronnym punktu x, 0 promieniu 6 (6 > 0) i bedziemy oznaczaé S (x,) lub 

S (Xp, 0). Podobnie przedziat (x9, X) + 6) bedziemy nazywac sasiedztwem prawo- 

stronnym i oznacza¢ S,(x,) lub S, (Xp, 0). 

A czy funkcja ma byé okreslona w samym punkcie x,? Dla zbadania, czy istnieje 

granica funkcji w punkcie x), nie ma zadnego znaczenia, czy funkcja jest okreslona 

w punkcie xp, czy tez nie. 

Rozwazmy teraz pewien ciag (a,,) 0 wyrazach nalezacych do sasiedztwa S(x,) i ta- 

kiego, ze 

lima, = X, 

Niech teraz ciag wartosci (f(a, )) bedzie zbiezny do liczby g, czyli 

lim (ae) 

Czy to wystarczy, zeby liczbe g uznaé za granice funkcji f w punkcie x,? Otdz nie. 

Moze sie zdarzy¢, ze dla innego ciagu 0 wyrazach nalezacych do S(x,) i zbieznego do 

X) odpowiadajacy mu ciag wartosci funkcji nie jest zbiezny lub jest zbiezny do gra- 

nicy g, (9g, #g). W takim przypadku granica funkcji fw punkcie x, nie jest okreslona. 

Rozwazmy teraz funkcje 

(x ~3) 
ee —2,gdzie x € R— {3}. 

Funkcja f jest okreslona w dowolnym sasiedztwie punktu x, = 3. Zbadamy, czy ist- 
nieje granica funkcji fw punkcie x, = 3. Wezmy sasiedztwo punktu 3 0 promieniu 2, 
czyli S(3) = (1, 3) U (3, 5). Rozpatrzmy trzy ciagi nieskonczone (a,), (b,,), (c,,), gdzie 

a, epee b, 2g oe) c _ eas 
n n 

n n 



Granica funkcji w punkcie 

Zauwaz, ze wyrazy ciagu (a,,) lezqa w prawostronnym sasiedztwie punktu 3 (w prze- 
dziale (3, 5)), wyrazy ciagu (,,) - w lewostronnym sasiedztwie punktu 3 (w prze- 
dziale (1, 3)), a wyrazy ciagu (c,,) - na przemian: w lewostronnym i prawostronnym 
sasiedztwie punktu 3. Ponadto 

lima, = limb, = limc, = 3 
noo n>o n>o 

Wyznaczmy ciagi wartosci funkcji fodpowiednio dla ciagéw (a,), (b,), (c,). Mamy: 
1 2 

[s+4-3) af 
oe) ee ie 5 

42-3 2 Ye 
n n 

2 Z Comics f(b, ) z Dz a ae? a n n 

[s+ iF 3) a 
iz 

{(G)= ~— 2-1 2-7-2 

zy ial : : : 
n n 

Stad 0 

Hn (Ge) elit (pe) elim f (ca) = im 2 =-2 
n> n>o no n> n 

W kazdym przypadku ciag wartosci funkcji jest zbiezny do liczby —2. Jednak na tej 

podstawie w dalszym ciagu nie mozemy stwierdzi¢, ze granica funkcji fw punkcie 

3 jest rowna —2. Sprawdzenie zbieznosci dla duzo wiekszej liczby ciagow nie daje 

podstaw do wyciagniecia wniosku dotyczacego granicy funkcji w danym punkcie. 

W przypadku istnienia granicy funkcji w punkcie x, powinnismy stwierdzic¢, ze ciag 

wartosci funkcji (f(a, )) jest zbiezny do granicy g dla kazdego ciagu (a,,) 0 wyra- 

zach nalezacych do S(x,) i zbieznego do Xp. 

Przeprowadzimy rozumowanie ogolne. 

Niech (x,,) bedzie ciagiem 0 wyrazach nalezacych do S(3) takim, ze limx, = 3. Wowczas 

Ly ao ‘ 
ae ET je ee Be ee ey. 

ne e| sli, 

&3 
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Z zatozenia wiemy, ze 

lim xX, = 355, ) tO ZNaczy,7e 
n>o 

lim (x, —3) = 0, a wiec (na mocy twierdzenia 3 ze str. 79) 
no 

lim |x, — 3] =0, stad 

lim (|x, — 3|- 2) =—2, zatem 

lim f{x,,) = lim (|x, — 3| -— 2) =-2 

Powyzsze rozumowanie jest prawdziwe w przypadku dowolnego ciagu (x,,) zbiez- 

nego do 3 0 wyrazach roznych od 3. Tym samym pokazalismy, ze funkcja f ma 

w punkcie 3 granice rowng —2. 

Rysunek ponizej przedstawia wykres funkcji ft 

Mozemy przyja¢ nastepujaca definicje: 

Definicja 1. 

Niech funkcja f bedzie okreslona w pewnym sasiedztwie S(x,). 

Granica funkcji fw punkcie x, jest liczba g - co zapisujemy lim f(x) = g - wtedy 

i tylko wtedy, gdy dla kazdego ciagu (x,) takiego, ze x, € S(x,) oraz lim X,, = Xo, 

prawdziwa jest rownosc lim f(x,) =g. a 

def 

Zapissymboliczny: lim f(x)=g = /\ 
x94 (x,) (x,<$(%)) limx, = x.) > lim f(x,) = 9 | 

Definicje powyzszq nazywa sie definicja Heinego granicy funkcji w punkcie. Edward 
Heine (wym. hajne), niemiecki matematyk, zyt w latach 1821-1881, byt profeso- 
rem uniwersytetu w Bonn i Halle, zajmowat sie roznymi dziatami analizy matema- 
tyczne}. 
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Przyktad 1. 

Na podstawie definicji 1. obliczymy ae f(x), jesli: 
ayiixj=—2x7 10 i x,=4 

5 eee 
Xero 

0,5(x’ -9 ne 

c) f(x) = v3 el 1 X=3 

4, jeslix =3 

Ad a) Dziedzina funkcji f jest zbiér R. Funkcja jest wiec okreslona w sasiedztwie 

S(4). Wezmy dowolny ciag (x,,) 0 wyrazach nalezacych do sasiedztwa S(4), zbiezny 

do liczby 4, limx, = 4. Mamy: 

lim f(x, ) = lim (-2x, + 10) = —2limx, + 10 =-2-4+10=2, 

a to znaczy, ze 

lim P(x) =2 

=) -1,. 

Ad b) Dziedzina funkcji fjest zbidr R — {—1}. Funkcja f jest okreSlona w sasiedztwie 

S(-1). Wezmy dowolny ciag (x,,) 0 wyrazach nalezacych do sasiedztwa S(—1), zbiez- 

ny do liczby —1, lim xX, =—1.Wéwczas mamy: 

0) 
il 

z x. -2 
lim f(x,) = lim Sn Sige! “ eae 2)=-1-2=-3 

xe ft 1 n> (x44, n> 

0 
Zatem 

lim f(x) = — 

Zauwaz, ze obliczajac granice, moglismy skrécié ulamek przez x, + 1, bowiem dla 

dowolnej liczby naturalnej n jest x, #—1 (czyli nie dzielimy przez zero!). 
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Ad c) Dziedzina funkcji f jest zbidr R, wiec funkcja jest okreslona w sasiedztwie 

5(3). Wezmy dowolny ciag (x,,) 0 wyrazach nalezacych do sasiedztwa S(3), zbiezny 

do liczby 3, limx, = 3. W6wczas 

0 
il 

0,5(x,? -9 0,5 3 
nee noo 

De fx, -3J, 

0 

= lim [0,5(x, + 3)]=0,5(3 + 3) =3, zatem 

lim f(x) =) 

Nie zawsze istnieje granica funkcji fw danym punkcie x,, mimo ze funkcja f jest 

okreslona w pewnym sasiedztwie punktu x». Z definicji 1. wynika, ze aby to udo- 

wodnic, wystarczy wskaza¢é dwa rozne ciagi (a,,) i (b,,), ktore spetniaja warunki: 

1) wyrazy obu ciagow naleza do sasiedztwa S(x,) i lima, = limb, = x, oraz 

2) lim f(a,) # lim f(b, ). pes 

Przyktad 2. 

ix? +x 
Wykazemy, ze nie istnieje granica funkcji f(x) = " 

x 
w punkcie x, = 0. 

Dziedzina funkcji f jest zbior R — {0}. Funkcja f jest wiec okreslona w sasiedztwie 

S(0). Rozwazmy ciag (a,), gdzie a, = a ,né N,.Mamy: 
n 

a, € S(0) i lim a,=0, ponadto a,> 0, jeslin € N,, wiec laa) 



Granica funkcji w punkcie 87 

Obliczamy: 

la, +a, _ 
lim f(a, ) = lim 

n 

Wezmy teraz ciag (b,,), gdzie b, = ae ,neé N,. Mamy: 
n 

b, € S(0) i limb, = 0, ponadto b, < 0,jeslin € N,, wiec |b,|=—b, 

Obliczamy: 

aii, (ea y 
. Sib Pp sb) ln n ee 

lim f(b, ) = lim —-——* = lim —————— = lim||—|-1]=-1 
no n—>00 |b, | n—>0o ='1l n> n 

n 

Wskazalismy dwa rézne ciagi (a,,), (b,,), ktore spetniaja warunki: 

lima, = limb, = 0 oraz 
noo n> 

lim f(a,) # lim f(b, ) 

3 
: : ie A air Xe ' ee 

To znaczy, ze granica funkcji f(x) = eas w punkcie x, = 0 nie istnieje. 
[x 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Na podstawie definicji Heinego granicy funkcji w punkcie wykaz, ze granica 

funkcji fw punkcie x, jest liczba g, jesli: 
2 1 

Ay ibdla= ate y= yee b) FO) = 4 =0, 9 = 5 
16 —x’ xf xe Q f0y=*8 x =4,9--8 4) f(xy=—* x,=0,g=0 
x-4 |x| 

2. Wykaz, ze nie istnieje granica funkcji fw punkcie Xp, jesli 

3 x-5 a) f(x) = 2"! x,=0 b) fl) = 22 X= 
x 
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Obliczanie granic funkcji w punkcie 

Obliczanie granic funkcji w punkcie utatwiaja twierdzenia wynikajace bezposred- 

nio z wtasnosci granic ciagéw oraz z definicji Heinego granicy funkcji w punkcie. 

Twierdzenie 1. 

Jezeli funkcja fjest okreslona w pewnym sasiedztwie S(x,) oraz: 

a) funkcja f jest stata, tzn. f(x) = c, jesli x € S(x,), to istnieje granica funkcji f 

w punkcie x, i lim f(x) =; 
X>Xp 

b) f(x) =x, jesli x € S(x9), to istnieje granica funkcji fw punkcie xy i lim f(x) = Xp. 

Twierdzenie 2. 
Jezeli istnieja granice lim f(x), lim g(x) oraz c jest dowolna liczba rzeczywista, 

to istnieja ro6wniez granice: lim[c f0O], lim[ fC) + gb], lim[ fC) - 909], 

pita) 
9X) 

i prawdziwe sa rownoSci: 

a) lim[e- f(x] =e: lim f(x) 
b) 

lim[ f(x)- gd], lim 
XX 

(przy dodatkowym zatozeniu, ze lim g(x) # 0) 

FX) + gx] = lim f(x) + lim gO) lim| 

c) lim[ f(x) - 90)] = lim f(x) ~ lim g(x) 

lim| d) tim[ £0) go] = lim f(x): lim g(x) 
= li 

oi £20] a 
|g) lim g(x) 

Twierdzenie 3. 

Jesli lim f(x) = g, gdzieg > 0, to lim J f(x) = J/g. 



Obliczanie granic funkcji w punkcie 8&9 

Przyktad 1. 
Oe 

Obliczymy lim (x* + 5x - 10). 

Z twierdzenia 1b wynika, ze lim x = —2, zatem 
x>-2 

x>-2 

4 

hung = (lim x} = (-2)* (twierdzenie 2d) 

lim (Sx) 2s lim x =) -(—2) (twierdzenie 2a) 

lim 10 =) (twierdzenie 1a) 

Tak wiec 

lim (x* + 5x — 10) = (-2)*+ 5 - (-2)-10=—4 

Bez trudu mozna zauwazy¢, ze granica funkcji wielomianowej y = x* + 5x —10, jesli 

x dazy do —2, jest wartosé tej funkcji dla argumentu —2. Podobnie jest dla innych 

wielomianow. 

Wniosek: Granica funkcji wielomianowej y = W(x) w punkcie a jest wartos¢, jaka ta 

funkcja przyjmuje dla argumentu a, czyli 

lim W(x) = W(a) 

Przyktad 2. 
Ps 

2x +12 
Obliczymy lim ——————. 

ea x’ —6x+3 

Zauwaz, ze jesli x dazy do 1, to mianownik utamka nie dazy do zera, 

lim (x° — 6x + 3x) =-2 

Mezemy zatem zastosowa¢ twierdzenie Ze. Mamy: 

ys ee aD lim (2x + 12) 

lim =! 
tol x 6X43 lim (x* — 6x +3) 

Dalej postepujemy jak w przyktadzie 1. 

lim (2x + 12) Pela i 2 14 

lim(x? —6x+3) 1°-6-:1+43 -2 
x>1 

= —7, czyli 

; 2X +12 
lim 5 = 
x>1 x° —6x +3 

Prawdziwy jest nastepujacy wniosek. 
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Wniosek: Jesli dane sa wielomiany W,(x), W,(x) oraz W,(a) # 0, to granica funkcji 

W, 
AES. w punkcie a jest rowna — (a) 
W,(x) W,(a) 

, czyli wymiernej y = 

W,(x) _ W,(a) 
0 W(x) W,(a) 

Przyktad 3. 

Obliczymy granice: 

x? +2x-3 _ V3x+4-2 
eu ae b) ie 

Bae SEE Se pe) x0 6x 

Ad a) Jesli x dazy do —3, to wartos¢é wielomianu w mianowniku dazy do zera 

(sprawdz!). Nie mozemy wiec teraz zastosowa¢ twierdzenia 2e. Ponadto, jesli x 

dazy do —3, to r6wniez wartos¢ wielomianu w liczniku dazy do zera (sprawdz!). 

Roztézmy te wielomiany na czynniki: 

2 =m 1 is ea a uted ) sore (Ce+3)(x -—1) 

x>-3 x" + x" —9x —9 ee) Cee 

Skrécenie ulamka przez wyrazenie (x + 3) jest mozliwe, poniewaz x nalezy do sqa- 

siedztwa liczby —3, zatem x jest rozny od —3. Dalej postepujemy jak w przyktadzie 2. 

: x-1 —4 —1 : 
lim = = — ,czyli 
x>-3(x-3)(x+1) -6-(-2) 3 

x°+2x-3  — -1 
WS pero as 
Ra Xa Xe Xa) ee 

Ad b) Podobnie jak w przyktadzie a) zaréwno licznik, jak i mianownik utamka daza 

do zera, jesli x dazy do zera. W tym przypadku przeksztatcamy utamek w ten spo- 

sob, ze mnozymy jego licznik i mianownik przez wyrazenie (3x +4+ 2) . To umoz- 

liwi nam zastosowanie wzoru skréconego mnozenia na réznice kwadratow. Mamy: 

Camere (V3x +4 -2)(V3x +4 +2) (V3x+4) sie 

G8 ex( axe ena) > Gx Brea PD] | 
at 3x af 1 1 

4 6x(V3x ie 2) 0 2((V3x + 4}+ 2) a 
2 

Konsekwencjq twierdzenia o trzech ciagach jest twierdzenie o trzech funkcjach. 
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Twierdzenie 3. (0 trzech funkcjach) 

Jezeli funkcje f, g, h sq okreSlone w pewnym sasiedztwie S(x,) i dla dowolngj licz- 

by x z tego sasiedztwa spetniona jest nieré6wno$¢é f(x) < g(x) < h(x) oraz istnie- 

ja granice funkcji fi h w punkcie x, i lim f(x) = lim A(x) = a, to istnieje granica 

funkcji g w punkcie x, i lim g(x) = a. 

Przyktad 4. 
Ra 

eal 
Obliczymy im 2 sin? | 

x xe 

Do obliczenia tej granicy wykorzystamy twierdzenie o trzech funkcjach. Zauwazmy 

najpierw, ze jesli x e R— {0}, to 

-1< nm eo lpeestad 
x 

1 
—2|x| < 2x-sin— < 2)x| 

x 
Mamy: 

limx = 0, wiec 
x>0 

lim (—2|x|) = lim (2|x|) = 0, 

mene 
zatem na mocy twierdzenia o trzech funkcjach lim [2x sin? | ="), 

owe Xx 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Oblicz granice: 

_ a) lim (—2x? + 3x +4) b) lim Vx — x° +15 

: eZ 3 : x? am 5x 

—-4 d) lim ) tim (2 “| Jag 62 
2. Oblicz granice: 

Ge 24+2x+1 ame him ae 
x>0 XxX x>-1 we 4 

oA. coy OSE See 4 
c) lim — d) lim ——_— 

x32 x" —5x +6 kot xX — 1 

aoa psd A Rid Le 
3. Na podstawie twierdzenia o trzech funkcjach oblicz granice lim & -sin sx) 
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Granice jednostronne funkcji w punkcie 

Rozwazmy funkcje f(x) = V1-—.x’. Dziedzing tej funkcji jest przedziat (-1, 1). Dla 

kazdej liczby x, z przedziatu (—1, 1) mozemy obliczy¢ granice lim f(x). Inaczej jest 

w przypadku punktéw —1 i 1. Funkcja f jest okreslona tylko w prawostronnym sa- 

siedztwie —1 i tylko w lewostronnym sasiedztwie 1. Mozemy wiec badaé granice 

funkcji f przy x dazacym do —1 tylko przez wartoSci wieksze od —1 (czyli przy x 

dazacym do —1 z prawej strony). Podobnie mozemy bada¢ granice funkcji f przy x 

dazacym do 1 tylko przez wartosci mniejsze od 1 (czyli przy x dazacym do 1 z lewej 

strony). Prowadzi to nas do pojecia granic jednostronnych. 

Definicja 1. 

Niech funkcja fbedzie okreslona w pewnym prawostronnym Ssasiedztwie S,(x,). 

Granica prawostronna funkcji fw punkcie x, jest liczba g — co zapisujemy 

lim f(x) = g —wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ciagu (x,) 0 wyrazach nale- 
x Xo 

zacych do S,(x,) i takiego, ze limx, = x,, prawdziwa jest r6wnoSsé lim f(x,,) = g. 
n>o no 

eed 

def 

Zapis symboliczny: lim jf Ca)\= g2\|(x, Ee S,(X))Alimx, = lee heal (xa) = | 

Definicja 2. 

Niech funkcja f bedzie okreslona w pewnym lewostronnym sasiedztwie S (x,). 

Granica lewostronna funkcji f w punkcie x, jest liczba g - co zapisujemy 

lim f(x) =g - wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ciagu (x,,) 0 wyrazach nale- 
X>Xo 

zacych do S (x,) i takiego, ze limx, = x,, prawdziwa jest rownoSé lim f(x,) = g. 

f ; ; def 

EOS symboliczny: lim f(x) = 9 \ (x, € Se (Xs) a lim x,, = Ae lim f(x,,) = | 

Wracajac do funkeji f(x) = V1—x* , gdzie x € (1, 1),z poczatku tematu, mozemy 
zapisac 

: 2 ; 
lim ¥1-x? =0 oraz lim ¥1-—x’? =0 
= x>1 
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iS 
. uy 3 . . . . . 

ar Na stronie 86 wykazalismy, ze nie istnieje granica funkcji f(x) = aed w punk- 
x 

cie 0. Teraz udowodnimy, ze w punkcie 0 istnieja (r6zne) granice jednostronne. 

Niech (x,,) bedzie dowolnym ciagiem o wyrazach nalezacych do S,(0) i takim, ze 
limx, = 0. Wszystkie wyrazy ciagu (x,) sq dodatnie, wiec |x,| = x,, gdzie n € N,. 

Obliczamy: 
3 3 Re Gee = lim 

| 4 n> x. 

lim f(x,,) = lim =lim (x,2+1)=1 

Zatem 

lim f(x) =1 
x>0° 

Niech teraz (x,,) bedzie dowolnym ciagiem o wyrazach nalezacych do S (0) i takim, 

ze limx, = 0. Wszystkie wyrazy ciagu (x,,) sq ujemne, wiec |x,| =—x,, gdzie n € N,. 
no 

Mamy: 
3 3 xX | +X aloes Fp e§ | 4 " — lim Red eG, = lim (x mn 1) oe -1, 
| al gr ~X;, at 

lim f(x, ) = lim 

co znaczy, ze 

Minx = 4 
x0 

Rysunek ponizej przedstawia wykres funkcji f- 

Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie. 

Twierdzenie 1. 
Niech funkcja fbedzie okreslona w pewnym sasiedztwie S(x9). 

Granica funkcji f w punkcie x, istnieje i jest rowna g wtedy i tylko wtedy, gdy 

istnieja granice: lewostronna i prawostronna tej funkcji w punkcie x, i granice te 

sa rowne g, czyli 

lim f(0) = 9 <> | lim fx) = lim f) = a 
XXq 
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Przyktad 1. 

Zbadamy istniente granicy funkcji fw punkcie xy, wyznaczajac odpowiednie granice 

jednostronne, jesli: 
3x—1, jeslix > 2 

45 
a) f(x) = a ; ees DIOD= |e 4e-6 ayy oy 207? 

C= 

Ad a) W lewostronnym sasiedztwie punktu —5 funkcja f okreslona jest wzorem 

—x—5 
t()= = 

Xai 

zatem 

-x-5 0 
Jim x) slim =—= 

le x>5 X+1 -4 

W prawostronnym sasiedztwie punktu —5 funkcja f opisana jest wzorem 

X+5 
heO= 

xe 

wiec 

Soro 10 
lim, ied im =.() 
x> Seven) a4 

Obie granice jednostronne funkcji fw punkcie —5 istnieja i sa rowne 0, zatem grani- 

ca funkcji fw punkcie —5 istnieje i jest rowna 0, czyli lim f(x) =108 

Ad b) Postepujemy podobnie: 
0 

gues) 1 

limi.) = lim AS Oe lim Lees) aes) 
x22 x32 Mae P ie=2), 

= lim (x +3) = 
x>2° X22 

0 1 

lim f (x)= lio(3x 1) 5 
x22" x>2 

W tym przypadku réwniez obie granice jednostronne funkcji f w punkcie 2 ist- 
niejq 1 sq rowne 5, wiec granica funkcji fw punkcie 2 istnieje i jest rowna 5, czyli 
lim f(x) = 

Przyktad 2. 

Obliczymy granice jednostronne funkcji f(x) = lim peaks ; 
en 24 

w punktach —1 i 1. Otrzymane wartosci por6wnamy z wartosciami funkcji w tych 

2n 

gdzie x « (1,1), 

punktach. Naszkicujemy wykres funkcji f 
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Obliczamy wartosci funkcji 

BF (=l\te Sal Resi 3+1 At in a eee 1)=lim eine ee 
no J +(— ee n>o0 141 fQ) noo J+ 12 no J+] 

Zauwazmy, ze jesli xe (—1, 1), to 

x"» 0, oile n>, stad otrzymujemy, ze 

jesli x e (-1, 1), to (aim 2S mAh 
eX 1 

Teraz mozemy zapisac¢ wzor funkcji fw prostszej postaci 

2, jeslix e {-1,1} 
Cy = oe 

3, jeslix e (-1,1) 

lim f(x)=3 lim f(x)=3 

Granice jednostronne funkcji fw punktach —1 i 1 sq r6zne od 

wartosci funkcji w tych punktach. 

lim f(x) =342= fC-L) 

lim f(x) =342= f() 

Wykres funkcji fprzedstawiony jest obok. 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Oblicz granice lewostronne: 

a) lim V2—x rhea 22 
x27 x30 5x 

d Phy eS 
c) lim Vx’ -1 d) lim a eann 

x>-1° x> xX -— 

Czy istnieja w tych punktach granice prawostronne? 

2. Wykaz, ze 
_ -2 

ajlim4 | =lim4 b) lim Sn fh saa 
esa" x>1 2 ex Ree P) = 

; x = 5, jeslix <3 
3. Wykaz, ze funkcja fokreslona wzorem f(x) = or 

—x+7, jesli x >3 

ma granice w punkcie 3. 
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Granice funkcji w nieskonczonosci 

,x € R~ {1}. Niech (x,,) bedzie ciagiem o wyra- 
DXes) 

Rozwazmy funkcje f(x) = ss ji 
x= 

1 
zach roznych od 0 i réznych od 1; ponadto niech limx, = +00, Wéwezas lim — = 0. 

Teron XG 

Obliczamy lim f(x, ). Mamy: 

Py ae is) lim f(x,) = lim 
n>o n>o xX, — 

Powiemy, ze funkcja f ma w plus nieskonczonoSci granice rowna 2 i zapisujemy to 

tak: 

lim f(x) =2 

| Definicja 1. 

Niech funkcja fbedzie okreslona w przedziale (a, +), gdziea € R. 

Funkcja f ma w plus nieskonczonosci (+0) granice g - co zapisujemy 

jim f(x)=g - wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego ciagu (x,) 0 wyrazach 

mileerah do przedziatu (a, +) i takiego, ze limx,, = +00, prawdziwa jest row- 

nos¢ lim f(x, ) = g. 

Zapis symboliczny: 

lim (=o A\ (x,¢ (a, +00) A limx, = +20] = linn fie = a 

Podobnie okreslamy granice funkcji w minus nieskonczonoSci. 

Definicja 2. 

Niech funkcja fbedzie okreSlona w przedziale (—%, a), gdzie a € R. 
Funkcja f ma w minus nieskonczonosci (—«) granice g - co zapisujemy 
lim f(x) = g - wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego ciagu (x,,) 0 wyrazach 

maleracyet do easy (—:, a) i takiego, ze limx, = —00, prawdziwa jest row- 
nos¢ lim f(x, Nee 

Zapis symboliczny: 

lim f0) = 9 @ A/(x,¢(-2,@) Alimx, = 20) > lim f(x,) = 9 | 
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2x+5 
Korzystajac z definicji 2., sprdbuj wykaza¢, ze jim con; =), 

Xx 

Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie. 

Twierdzenie 1. 

Jezeli istniejqg granice lim f(x), lim g(x) oraz c jest dowolna liczba rzeczy- 

wista, to istnieja granice: lim [e+ f0<)], lim [ fC) + 909], lim [ fC) - 99], 

lim [ F(x) g@x)], lim n| AD (przy dodatkowym zatozeniu, ze lim g(x) #0) 

oraz prawdziwe sq rownosci: 

a) lim ife- f(x] =c- lim f(x) 

b) lim[f(x)+ GeD\|= lim f(x) + lim g(x) Lf 
c) | im [ f(x) - g(x)| = jim f(x)- lim 1 g(x) 

| d) Ts FOX) g0)] = lim f(x) - lim g(x) 

i 

e) lim tal i he 
x—>-+00 G(x) lim g0) 

; 

Twierdzenie 2. 

JeSli lim f(x) = g, gdzie g > 0,to lim J fO9 = Ae 

Analogiczne twierdzenia sq prawdziwe dla granicy funkcji w minus nieskonczonosci. 

Przyktad 1. 

Obliczymy: 
3 is Ope) ae: prlira 6x FOX / Gini x es +x+9 

xovo x4 43x72 41 rom 5x3 +x4+21 

Ad a) Abysmy mogli skorzysta¢ z twierdzenia 1., dzielimy licznik i mianownik 

3 Lie 

utamka sees przez x‘ (czyli przez x w najwyzszej potedze, w jakiej jest 
x++3x° +1 

w mianowniku). 

be ox = 7 3 
lim ee 
xX—>+00 x i ePe ae J) X—>+00 
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Ad b) Dzielimy licznik i mianownik wyrazenia orzez pee 

ne i 7 a oy =e nek TX EO ae ee 
WO ee lim —"7 3175 
Se ee ON Xt canoe te. Beste! aes 

x? 3 

Przyktad 2. 

Obliczymy: 

= —7x +1 Alii ee b) lim — 
X40 x? sel x—>—00 x? beet 

Ad a) Mamy: 

ew —7x+1 eae | Hobe oe A 
aes lim ————— = eerie ors: 

et Tied) i fed 
x x 

Poniewaz x > +0, wiec |x| = x, zatem ai 

1 
if ls 

lim Daal Re lim ed = lim ==> = -7 

4a 8 Rae as. xfl+— ihe 

1 

Tak wiec lim laa =—7, 
X—+00 | y? a0 1 

Ad b) Rozpoczynamy podobnie jak w punkcie a). 

a Sear il Sonia 
lim er = lim —————— 

eae ieee 

W tym przypadku x > —, wiec |x| = —x, zatem 7 

Otrzymalismy lim ; 
X—>>— it 
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Przyktad 3. 
De 

BAyRazcmny, ze lim ~*~ 9 i lim 
X—> +00 DG x—>>-2 Xe 

Do dowodu wykorzystamy twierdzenie o trzech funkcjach. Sformutowalismy je dla 
granicy funkcji w punkcie, ale mozna wykaza¢, ze jest ono prawdziwe réwniez dla 
granic funkcji w +00 oraz w —. 

Dla dowolnej liczby rzeczywistej x réznej od 0 mamy: 

Sle asinix) <1 

Poniewaz |x| > 0, wiec 

i) 
sae 2 sin |x| a 
ix Ix] [| 

sin |x| __ sinx 
Jesli x > 0, to 

[| x 

felt 0, to sin |x| i sin(-—x) i —sinx i sinx 

|x| —X Xx Ke 

1 
Zatem nierOwnos¢ (*) mozemy zapisac w postaci Rik < —— ss < ish 

x Xe x 

== Tea Oh stad 
x>+00 |x| x>+00|X| 

lim 22x = 0 

X—>+0 KE 

1 
Podobnie lim — = lim — = 0, wiec 

X—=>=00 |x| x>-0 |x| 

i sinx a 

X>-0 YX 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Wykaz na podstawie definicji, ze 

3x —4 
i = lim 25) 

) er, u by tae wt 2 

2. Oblicz granice: 

x+1 _ 2x* +5x 1 
i b) lim —~—— c) lim|/ 2+6- 

a) iii = 3X ) xD +0 x? aie jh Ne 2x47 

3. Oblicz granice: 

2 x|+1 2x° — 5x 
cj lt ee Br ina ate as 

4-0 DX — AX ee aX. x>-20 x 
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Granica niewlasciwa funkcji 

Rozwazmy funkcje f(x) = aa, Ee air ,x € R— {1}. Niech (x,,) bedzie dowolnym ciagiem 

0 wyrazach nalezacych do sasiedztwa punktu 1 i takim, ze limx, = 1. Wowczas (na 
no 

podstawie twierdzenia 6. ze str. 81) otrzymujemy: 

lim f(x,,) = lim = +00 
n> n> x afl 

| , y= fx) 

Obrazowo mozemy powiedzie¢, ze jesli argumen- 

ty funkcji f zblizaja sie do 1, to wartosci funkcji f 

rosng do plus nieskonczonosci (zobacz szkic wy- 

kresu funkcji y = f(x) umieszczony obok). nok mal 268 ASO 

Prowadzi nas to do pojecia granicy niewtasciwej funkcji w punkcie. 

1 
1 

1 

i} 

1 

1 

i} 

I 
i} 

I 
i) 
I 
! 

! 

i} 

! 

! 
! 

! 

———w Definicja 1. 

Niech funkcja f bedzie okreSlona w sasiedztwie S(x,). 

Funkcja fma w punkcie x, granice niewlasciwa plus nieskonczonos¢é (+0) - 

co zapisujemy lim f(x) = + - wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego ciagu (x,,) 

0 wyrazach nalezacych do sasiedztwa S(x,) i takiego, ze limx, = x,, prawdziwa 

jest rownosé lim f(x, ) = +0. 
no 

Zapis DUE ag 

lim f(x) = +0 A (x: 5(%9} lima, = x) = lim f(x,) = + 
XX 

Wracajac do przyktadu z poczatku tematu, mozemy napisa¢: 

im = +00 
x>1 |x -1| 

Podobnie definiuje sie granice niewtasciwa funkcji w punkcie r6wng minus nie- 
skonczonos¢ (—0). 

O granicach niewtasciwych mozemy mdéwié rowniez w przypadku granic jedno- 
stronnych oraz granicy w plus nieskonczonosci lub w minus nieskonczono<ci. 
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Przyktad 1. 

:< Z 
a) Dany jest wykres funkcji f(x) = rere gdzie x « R—{1}. 

xe a 

oA Funkcja fma w punkcie 1 prawostronng 

granice niewlasciwq +c i lewostronng 

granice niewtasciwa —, czyli 

lim = — 
RS Ye — GL 

— 
@ 7 BK 

lim = +00 
x>1* xX — 1 

Granice jednostronne sq rdézne, wiec 

w punkcie 1 granica funkcji fnie istnieje. 

b) Dany jest wykres funkcji f(x) =log,(x + 2), gdzie x € (—2, +00). 

Funkcja f ma w punkcie —2 prawostronna granice 

niewtasciwa —, czyli 

limos; (xX + 2) =o 
x>-2" 

VG 

iat y= fx) 

Zauwaz, ze w przypadku funkcji 

bey 04 age Pe yr JU log (x 2), edziex’e [-27-.-0), 

ve mozemy mowic tylko o granicy prawostronnej 

w punkcie —2, bowiem funkcja fjest okreslona tylko 

w prawostronnym sasiedztwie tego punktu. 

c) Dany jest wykres funkcji f(x) = x* + 1, gdziex € R. 

AY Funkcja f(x) = x* + 1, gdzie x € R, ma w plus nie- 

IL; y=flx) skonczonosci granice niewtasciwqa plus nieskon- 

5 czonosc oraz w minus nieskonczonosci ma granice 

it niewtasciwg plus nieskonczonos¢, czyli 

lim (x* + 1) =+00 
+++ > ae 

“oh aes Dee AT EX. Fentee sees 
x -« 

UWAGA: Granice zdefiniowane powyzej nazywa sie granicami niewtasciwymi (lub 

nieskonczonymi) w przeciwienstwie do oméwionych w poprzednich tematach gra- 

nic wiasciwych (zwanych tez granicami skonczonymi). 

Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie. 
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Twierdzenie 1. 

Niech funkcje f i g beda okreslone w sasiedztwie punktu x, oraz lim f(x) = a, 
X>Xo 

gdzieae R, a g(x) = +. Wowczas: 

a) lim[ f(s) + 900] = +0 

b) lim [ f(x) ~ g(x)] = - 
c) jeslia> 0, to lim[ fC) - g(x] = +00 

d) jeslia< 0, to lim| f(x)- g(x)] = -20 

Analogiczne twierdzenie jest prawdziwe dla granic jednostronnych oraz dla granic 

w plus nieskonczonoSsci i w minus nieskonczonosci. 

UWAGA: 

1) Jesli lim f(x) = +00 i lim g(x) = +, to granica lim [ f(x) — g(x)] moze byé wtas- 
X>Xo 

ciwa, niewtasciwa lub moze nie istnie¢. Podobnie jest w przypadku granicy 

2) Jesli lim f(x) = 0 i lim g(x) = +00 (lub —so), to granica lim [f(x)- g(x)] moze by¢é 

wiasciwa, niewtaSciwa lub moze nie istnieé¢. 

Analogiczna uwaga jest prawdziwa w przypadku granic jednostronnych lub granic 

w plus nieskonczonosci i w minus nieskonczonoSci. 

Przyktad 2. 
be 

Obliczymy granice: 

a) lim(x? =3x") b) iim =. ; 
xXx>+0 x > —00 3% af 4x ze Wf 

pes yeas 

Ad a) Poniewaz 
: 5 ‘ 
lim x? =00-— oraz lim 3x? = +00, 
X>+0 X40 

wiec nie mozemy od razu stwierdzi¢, czy istnieje i ile jest rowna granica 
; 5 ee fi 
lim (x° — 3x°). Najpierw wytaczmy przed nawias x°: 
X>+0 

X= Ox -*(1-4] 
“33 

Xx 
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Zauwazmy, Ze czynnik x° dazy do +00, a wyrazenie c - 5) dazy do 1. Zatem - na 
mocy twierdzenia 1c - otrzymujemy: eS 

lim (x° — 3x?) = lim bs (2 _ 5] = co 
x—-+00 xX—>+00 xX 

XS 3x 45 
Ad b) Dzielimy licznik i mianownik utamka przez x°. Otrzymane wy- 

3 

razenie zapisujemy w postaci iloczynu: Exe ta 

Sa 
Neg XEED OS ge Gen, 1 

x8 44x747— AT aig a7, 
UNIS eee ia 

x 

5 1 
mn) x — +. |= oraz lim =i ywiec 

xXx—>—00 
x—>—00 4 Fy] 

(ip ae 

_ x*—3x+5 
lint : = 
peer X LAX 7 

Przyktad 3. 
eee 

pie} 
Obliczymy lim (x 3x42) 

Zauwaz, ze jesli x dazy do 3, to licznik utamka dazy do —1, jest wiec ujemny. 

Mianownik utamka dazy do 0. Szkicujemy wykres funkcji y = W(x), gdzie W(x) jest 

wielomianem 

W(x) = (x — 3)*(x + 2) 

z mianownika danego utamka. Dla zwiekszenia czytelnosci rysunku pomijamy os OY. 

Ze szkicu odczytujemy, ze w sasiedz- 

twie punktu 3 wartosci wielomianu 

sa dodatnie. Zatem jesli x dazy do 3, 

to wartosci wyrazenia (x — 3)*(x + 2) 
daza do 0 poprzez wartoSci dodatnie, 

co zapisujemy: 

(x — 3)?(x+ 2) > 0° 
Stad 

> +00, wiec 
(x —3)(x +2) 

4 wt? 

BT) lim (ex 7) { : | = Gaara (A Oa?) 
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Przyktad 4. 
PESTA 

bli ae , 5x’ + 2x—1 crore 5x’ +2x-1 
Obliczymy granice jednostronne: dim ene, a ay a 

Rozwazmy najpierw granice lewostronna. Jesli x dazy do —1 z lewej strony, to licznik 

2 

utamka SS dazy do 2, a mianownik dazy do 0. Szkicujemy wykres funkcji 
Za, 

x 

kwadratowej y = x? — 3x -- 4 (z mianownika utamka): 

Ze szkicu odczytujemy, ze 

jeslix > —-1,, to (x* — 3x-— 4) > 0°, wiec 

ese. 
x. —3x -4 

Zatem y) +00 

Se REI pe | 5 aa 1 
lim ————— = lim (5x + 2x -1)}}5—— = +00 
rot Xx —3x-4 x1 || x’ ~3x-4 

Podobnie mozemy stwierdzi¢, ze jesli x —1'*, to (x? — 3x — 4) > 0°, wiec 

1 
2 cae 

x —3x-4 

Mamy: 2 -00 
Re ZA. 

5x’ +2x-1 
lira pes oe lim (5x? + 2x 1)} : == 
Ce) Cone! ym = Bes 

5x’ +2x-1 

x’ —3x-4 

nie istnieje granica tej funkcji w punkcie —1. 

Granice jednostronne funkcji y = w punkcie —1 sq rézne. To znaczy, ze 

Przyktad 5. 
RSA 

Wyznaczymy granice: lim(x+sinx) oraz lim(x+sinx). 
X—> +00 oe ee) 

Wytaczamy x poza nawias: 

Reet OO X>+0 
lim (x + sinx) = lim [14 sa) 

Wiemy (zobacz przyktad 3. ze str 99), ze jesli 

sinx 
x Oe Ustad 

x 
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: . . sinx 
lim (x + sinx) = lim E : [1 + sm) = +00 
X—> +00 X—> +00 X 

Podobnie otrzymujemy lim (x + sinx) = —co. 

Rysunek ponizej przedstawia wykres funkcji 

Tex sing sy eR 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Oblicz: 5 

im — b) li : c) lim 
a) ae xX ) oe (x =2)7 ) x33 |x —3| 

Zee ODE - 

b) lim c) lim 
’) oa Byaeal| ) al! EE IL ) Xe aie == DP) 

2x +1 ; xX+2 
| i2 ——__— 

4) ee pee ° or X + 2x x>-3* (x + 3)(1— x) 

3. Oblicz: . 

a) lim (-2x? + 100x) b) lim (-x + sin x) c) tim vx -121 

— — x’ eA 
Aria i 2 f) lim 

xX +00 xX x9-0 Z4yx x3-0 Xx — 
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Ciagtosé funkcji w punkcie 

Na rysunku ponizej przedstawiony jest wykres funkcji f Wyrézniono na nim cztery 

punkty. 
Y 

= |====-—-0--@ tw L=---@-- POH eee nN 

Zauwazmy, ze w punktach 1, 2, 3, 4 funkcja fjest okreslona oraz 

a) w punkcie 1 granica funkcji f istnieje i jest r6zna od wartosci funkcji w tym 

punkcie, czyli 

lim ieal= lim eas lim f(x) — oraz 

lim f(x) + £0) 
b ae) w punkcie 2 granice jednostronne funkcji fsa rozne (nie istnieje granica funkcji f 

w punkcie 2) isa one rézne od wartosci funkcji w tym punkcie, czyli 

lim f(x) 4 lim f(x) — oraz 
x22° x22" 

lime fi (ies (2 ae) 
xXx>2° x2" 

c) w punkcie 3 granice jednostronne funkcji fsa r6zne, a wartos¢ funkcji w tym 

punkcie jest rowna granicy lewostronnej, czyli 

lim f(x) ¥ lim f(x) — oraz 
x23" x73" 

tim f(x) = (3) 

d — w punkcie 4 granica funkcji fistnieje (granice jednostronne w tym punkcie sa 
rowne) i jest ona rowna wartosci funkcji w tym punkcie, czyli 

lim = lim ee lim f(x) oraz 

lim f(x) = f(4) 

W przypadku d) powiemy, ze funkcja fjest ciagta w punkcie 4. Natomiast w punk- 
tach 1, 2, 3 funkcja fnie jest ciagta. 



Ciagtosé funkcji w punkcie LOZ 

Do badania ciagtosci funkcji w punkcie x, nie wystarcza fakt, ze funkcja jest okre- 
Slona w sasiedztwie S(x,). Funkcja ma byé tez okreslona w samym punkcie X,, czyli 
ma by€ okreSlona w zbiorze S(x,) U {xo}. Zbidr S(x,) U {xy} nazywamy otoczeniem 
punktu x, i oznaczamy U(x,). 

Analogicznie zbior S (xq) U {x,} nazywamy otoczeniem lewostronnym punktu x, 

i oznaczamy U (x), a zbidr S,(x,) U {x,} nazywamy otoczeniem prawostronnym 

punktu x, i oznaczamy U,(x,). 

Definicja 1. 

Niech funkcja f bedzie okreslona w pewnym otoczeniu U(x,). 

Funkcja f jest ciagta w punkcie x, wtedy i tylko wtedy, gdy: 

1) istnieje wtasciwa granica lim f(x) oraz 

2) prawdziwa jest ro6wnosé lim f(x) = f(x,). 

Punkt x, nalezacy do dziedziny funkcji f w ktorym funkcja nie jest ciggta, nazywamy 

punktem nieciagtosci funkcji f. 

Przyktad 1. 
Pe 

4Ax=7, jeslix <4 

Zbadamy, czy funkcja f(x)=,2x+1 . ,. jest ciagta w punkcie 4. 
——., jeslix>4 
XG — 

Funkcja f jest okreslona w punkcie 4. Sprawdzamy najpierw, czy istnieje granica 

funkcji f w punkcie 4. 
ee Xe 

lim f(x) = lim(4x-7)=9 oraz lim f(x) = lim = 
x47 x4 x74" wok 5 

Poniewaz lim f(x) = lim f(x) = 9, wiec istnieje granica funkcji f w punkcie 4 i jest 
x>4- x24" 

9 

ona rowna 9. 

Obliczamy f(4). Mamy: 

RSG Sea 
OS oe 

Otrzymalismy, ze lim f(x) = f(4). Zatem funkcja f jest ciagta w punkcie 4. 

Przyktad 2. 

Siento 
Zbadamy, czy funkcja f(x) =} y/x| -1 

4 jeslix € {-1,1} 

jest ciagta w punktach 1i-1. 
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Dziedzina funkcji f jest zbiér liczb rzeczywistych R. Najpierw badamy ciggtos¢é 

eet w punkcie 1. Zauwaz, ze jesli x dazy do 1, to licznik i mianownik utamka 

Te ae 
daza do 0. Obliczamy 

lim f(x) = ea 
lim 1 ix] = x>1 Vx = x>1 (<1) 

Poniewaz lim f(x) = 2 if(1) =2, wiec funkcja f jest ciagta w punkcie 1. 
x>1 

Teraz zbadamy ciagtosé funkcji fw punkcie —1. Jesli x dqzy do —1, to licznik ulamka 

x-1 

yix|-1 
jednostronne beda niewtasciwe. Sprawdzamy: 

jim. xe) lina =n sn aga 

dazy do —2, a mianownik dazy do 0. Mozemy sie spodziewac, ze granice 

x>-1 X Vix| - 1] a 

0- 

(Naszkicuj wykres funkcji y = ix| —1 izobacz, jak zmieniajq sie wartoSci tej funk- 

cji w sasiedztwie punktu —1). 

Nie musimy dalej liczy¢: juz wiemy, ze nie istnieje (wtaSciwa) granica funkcji f 

w punkcie —1. To znaczy, ze —1 jest punktem nieciagtosci funkcji f- 

Funkcja fjest ciagta w punkcie 1 i nie jest ciagta w punkcie —1. 

Przyktad 3. 

Zbadamy, czy istnieje taka wartos¢ parametru a, a e€ R, dla ktérej funkcja y = f(x) 
jest ciagta w punkcie —2, gdzie 

RT Oe 
er CSI Ee 

Neh, 

[ears ,  jeslix =-2 
a 

jeslix > —2 

Najpierw sprawdzimy, kiedy istnieje granica funkcji fw punkcie —2. 
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0 

: ne Dr (xo 2)( Xe) ex ba es 
omalinas sj (x)= lim — = = lim = lim 2 Bs 

x2 x2 r(x 2)(x— 2) 0 Oo xe ee 
0) 

eae _ 3a 
° tim, x)= lim f(x) Roter 7 

3 
—= ies | stad a=—4 
AI 1G 

Granica funkcji f w punkcie —2 istnieje wtedy, gdy a = —4 i wowczas lim vito tess : 
Obliczamy /(—2) dla wyznaczonej wartosci a: ¢ 

_1+(-4) 3, 
hee a eare ye ae 

Funkcja f jest ciagta w punkcie —2 wtedy, gdy a=—4. 

Wroémy jeszcze do funkcji fz poczatku tego tematu. Granica lewostronna funkcji f 

w punkcie 3 jest rowna wartosci tej funkcji w punkcie 3, czyli 

lim £00 = (3) 

W takim przypadku powiemy, ze funkcja f jest lewostronnie ciagta w punkcie 3 

(i nie jest prawostronnie ciagta). Mozemy wiec przyja¢ nastepujaca definicje. 

[ 

Definicja 2. 

Niech funkcja f bedzie okreslona w lewostronnym (odpowiednio prawostron- 

nym) otoczeniu punktu x,. 

Funkcja f jest lewostronnie (odpowiednio prawostronnie) ciagta w punkcie x, 

wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje granica lim f(x) (odpowiednio lim f(x) ) oraz 

prawdziwa jest rownos¢é lim f(x) = F(X) (odpowiednio lim f(x) = ne) 

Przyktad ee 

Funkcja y = [x] (symbol [x] oznacza czes¢ catko- 

wita liczby x) jest prawostronnie ciagta w kazdym 

punkcie bedacym liczba catkowita. W kazdym in- 

nym punkcie funkcja ta jest ciagta (zobacz rysunek 

obok). 
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Przyktad 5. 

2x-—3, jeslixeW 
jest ciagta w punkcie 7. 

—x+18, jeslixeR-W 
Wykazemy, ze funkcja f(x) = | 

Wyznaczymy najpierw granice funkcji f w punkcie 7. 

Niech (x,) bedzie dowolnym ciagiem zbieznym do 7. Mozliwe sq trzy przypadki: 

I. prawie wszystkie wyrazy ciagu (x,,) sa wymierne 

II. prawie wszystkie wyrazy ciagu (x,,) sq niewymierne 

III. w ciagu (x,) jest nieskonczenie wiele wyraz6w wymiernych i nieskonczenie wie- 

le wyrazow niewymiernych. 

I przypadek: Mozemy przyja¢, ze wszystkie wyrazy ciagu (x,,) sa wymierne (ewen- 

tualne wyrazy niewymierne mozemy odrzuci¢; jest ich skonczenie wiele, wiec nie 

maja wptywu na zbieznosé ciagu), czyli 

limx, =7,x, € W,jeslin € N,, stad lim f(x, ) = lim (2X, — 3) = 143 = 11 

Il przypadek: Podobnie mozemy przyja¢, ze wszystkie wyrazy ciagu (x,,) Sq niewy- 

mierne, czyli 

limx, = 7,x, € R—W, jeSlin € N,, stad lim f(x, ) = lim(—x,+ 18) = -7+18=11 

Ill przypadek: Ciag (x,,) ,rozktadamy” na dwa ciagi (nazywamy je podciagami ciagu 

(x,,)): (x!) i (x") - pierwszy utworzony ze wszystkich wyrazow wymiernych ciagu 

(x,), drugi utworzony ze wszystkich wyrazow niewymiernych ciggu (x,,). Poniewaz 

z zatozenia limx, = 7, wiec rowniez limx,, =7 i limx,, = 7. Ponadto z I przypad- 

ku wynika, ze lim f (x;,) = 11, az II przypadku wynika, ze lim f (x;) = 11, zatem 

w kazdym dian liczby 11 znajduja sie prawie wszystkie wyrazy ciagu f) 

i prawie wszystkie wyrazy ciagu f (aye czyli prawie wszystkie wyrazy ciggu /(x,,). 

To znaczy, ze lim f(x,,) = 11. 

Z 1, i Ill przypadku wynika, ze dla dowolnego ciagu (x,,), dla kt6rego limx, = 7, 

mamy lim f(x, ) =11, a to znaczy, ze granica lim f(x) istnieje i jest réwna i 

Obliczamy f(7): f(7)=2-7-—3=11, stad 

lim f(x) = f(7) 
Funkcja fjest ciagta w punkcie 7. Punkt 7 jest jedynym punktem, w ktorym funkcja 
fijest ciagta. 

Prawdziwe sq nastepujace twierdzenia. 
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Twierdzenie 1. 

Funkcje: wielomianowe, wymierne, potegowe, logarytmiczne i trygonometrycz- 
ne sq ciagte w kazdym punkcie, w kt6rym sq okreSlone. 

Twierdzenie 2. 

Jesli funkcje fi g sa ciagte w punkcie x,, to w tym punkcie ciagte tez sa funkcje 

f+g9, f-g. f-g, us (przy dodatkowym zatozeniu, ze g(x,) # 0). 
g 

Twierdzenie 3. (0 lokalnym zachowaniu znaku) 

Jezeli funkcja f okreslona w pewnym otoczeniu U(x,) punktu x, jest ciagta 

w punkcie x, oraz f{x)) > 0 (odpowiednio /(x,) < 0), to istnieje takie otoczenie 

U,(X_) punktu xp, ze U(x.) c U(X) oraz f(x) > 0 (odpowiednio f(x) < 0) dla kazdej 

liczby x € U,(X,). 

Ilustracje tego twierdzenia (dla przypadku /{x,) > 0) przedstawia ponizszy rysunek: 

Sprawdz, czy rozumiesz 

—-x+4, jesli x <3 

1. Wykaz, ze funkcja f(x) = 4 1, jesli x =3 jest ciagta w punkcie 3. 

Va Ome eS lake 3 

2. Zbadaj, czy funkcja fjest ciagta w punkcie 1, jesli: 

_ x? LNs nee: 
Sasi) jesli x #1 jeslix <1 

a) f(x)=4 x-1 b) f(x) =41x- 1 

Dee jeshex = It xe jesiiexee 1 

JEG 
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Ciagtosé funkcji w zbiorze 

Niech funkcja f(x) = 2x? + 3x bedzie okreslona w przedziale (—2, 3). Latwo wykazac, 

ze funkcja f jest ciagta w kazdym punkcie nalezacym do przedziatu (—2, 3). Powie- 

my wowcezas, ze funkcja f jest ciagta w przedziale (—2, 3). 

Definicja 1. 

Funkcja jest ciagta w przedziale otwartym (a, b) wtedy i tylko wtedy, gdy jest 

ciagta w kazdym punkcie tego przedziatu. 

Rozwazmy funkcje 

g(x) = 2x? + 3x, gdzie x € (2, 3) 

Funkcja fjest ciagta w przedziale otwartym (—2, 3). Nie mozemy mowiC 0 ciagtosci 

funkcji g w punktach —2 i 3, bowiem funkcja g nie jest okreslona w otoczeniu tych 

punktéw. Mozemy natomiast méwiC¢ o ciagtosci jednostronnej w tych punktach 

(prawostronnej w punkcie —2 i lewostronnej w punkcie 3). 

Definicja 2. 

Funkcja jest clagta w przedziale domknietym (a, b), jesli jest ciagta w prze- 

dziale (a, b) oraz jest prawostronnie ciagta w punkcie a i lewostronnie ciagta 

w punkcie b. 

Podobnie okreslamy ciagtos¢ w innych przedziatach. Powiemy, ze funkcja jest cia- 

gta w zbiorze bedacym sumga kilku przedziatéw liczbowych wtedy, gdy jest ciagta 

w kazdym z tych przedziatéw. Na przyktad funkcja f(x) = s jest ciagta w kazdym 
x 

z przedziatow (—*, 0), (0, +0), wobec tego jest ciagta w zbiorze (—, 0) U (0, +0). 

Twierdzenie 1. 

Funkcje: wielomianowe, wymierne, potegowe, wyktadnicze, logarytmiczne i try- 
gonometryczne sq ciagte w swych dziedzinach. 

Oczywiscie funkcje wskazane w twierdzeniu 1. sa r6wniez ciagte w przedziatach 
bedacych podzbiorami ich dziedzin. 

Funkcje, ktora jest ciagta w catej dziedzinie, nazywamy krétko funkcja ciagta. 
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Przyktad 1. 
EE 

2x+4 
, jeslix € (oo, 1) 

Wykazemy, ze funkcja f(x) = ,—-4x +1, jeslix € (1, 4) jest clagta w zbiorze liczb 

-x’ +1, jeslixe (4, +00) 
rzeczywistych. 

Funkcja f jest ciagta w przedziatach otwartych: (-, 1), (1, 4) i (4, +0) (uzasad- 
nij to!). Zatem wystarczy wykaza¢, ze funkcja ta jest ciagta w ,punktach granicz- 
nych”: 114. 

Wyznaczamy granice jednostronne funkcji fw punkcie 1: 

lim f(x) = lim ane = 
x—> 15 Ras Ye = 8) 

oraz 

lim f(x) = lim(—4x +1) = -3 
xo x31" 

Zatem istnieje granica lim f(x), ktora jest rowna —3. Obliczamy wartosé funkcji f 

dla argumentu 1: a 

fl) =-3 
Z powyzszych rozwazan wynika, ze funkcja fjest ciggta w punkcie 1. Przechodzimy 

teraz do sprawdzenia ciagtosci tej funkcji w punkcie 4. Obliczamy: 

lim jeg lim (~4x +1)=-15 oraz 

hm FG) = lim (-x¢ #1) =—15 
Stad lim f(x) = —15. Ponadto f{4) =-47 + 1=-15. 

Poniewaz f(4) = lim f(x) = —15, wiec funkcja f jest ciagta w punkcie 4. 

Otrzymalismy, ze funkcja f jest ciagta w zbiorze liczb rzeczywistych. 

Przyktad 2. 

Przedsiebiorca sprzedaje pewien towar. Jesli nabywca kupi do 20 kg tego towa- 

ru, to ptaci on statg cene 10 dolaréw za kazdy kilogram. Jesli natomiast zakup 

przekracza 20 kg, to wartos¢ zakupu x kg wyraza sie wzorem Jax’ +14 400. 

WartoSé w(x) (w dolarach) zakupionych x kg towaru opisuje zatem funkcja 

10x, jes 0 = xX =20 
w(x) = 

Vax’ +14 400, jesli x > 20 

a) Wyznaczymy a tak, aby wartoS¢ zakupionego towaru zmieniata sie w sposob 

ciagty. 
b) Zapiszemy wzor funkcji y=c(x) opisujacej cene jednego kilograma przy zakupie 

x kg towaru. 
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c) Wiadomo, ze przy zakupach wiekszych niz 20 kg cena kilograma towaru ma- 

leje wraz ze wzrostem liczby zakupionych kilogramow. Ponizej jakiej wartosci 

nie spadnie cena jednego kilograma towaru (niezaleznie od liczby zakupionych 

kilograméw)? 

Ad a) Wyznaczymy a tak, aby funkcja y = w(x) byta ciagta w punkcie 20. Mamy 

lim w(x) = jim 10x=200 w(20)=200 
x>20° 

lim w(x) = lim Jax? +14 400 = ./400a+14400, stad 
x—>20° x>20° 

200 = ,/400a+14400 (obie strony rownania sa dodatnie, podnosimy je do kwadratu) 

40 000 =400a+14400, wiec a=64 

Jesli a = 64, to funkcja w jest ciagta w punkcie 20; oczywiscie jest tez ciagta w prze- 

dziatach (0, 20) i (20, +00), zatem jest ciagta w catej dziedzinie. 

Ad b) Aby wyznaczyé cene 1 kg towaru przy zakupie x kg, wystarczy-wartos¢ zaku- 

pionego towaru podzieli¢ przez liczbe kilogramow, zatem c(x) = AES czyli 
x 

10, jesligOl-ex 20) 

C(x) = } 64x? +14 400 
, jesli x > 20 

Xx 

Ad c) Aby obliczyé wartoS¢, ponizej ktorej nie spadnie cena 1 kg towaru, wyznacza- 

my granice 

64x° +14 400 x miei nee 64 =8 

X—>+00 

lim 1 c(x) = = fim 

Cena 1 kg towaru nie spadnie ponizej 8 dolaréw. 

W drugiej czesci tematu omdwimy dwie wazne wiasnosci funkcji ciagtych. 

| Twierdzenie 2. (Darboux) ml 
Jezeli funkcja f jest ciagta w przedziale domknietym (a, b) oraz f(a) ¥ f(b), na- 
tomiast A jest dowolna liczba pomiedzy liczbami f(a) oraz f(b), to istnieje taka 
liczba c, c € (a, b), dla ktérej f(c) =A. 
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Jean Gaston Darboux [wym. za gastq darbu] byt francuskim matematykiem zyjacym 
w latach 1842-1917. Zajmowat sie geometria r6zniczkowa, analiza matematyczna 
i mechanika teoretyczna. 

Zauwazmny, Ze zatozenie o ciagtosci funkcji f w catym przedziale (a, b) jest koniecz- 
nym warunkiem prawdziwosci twierdzenia. 

Na rysunku a) widzimy, ze brak ciagtosci tylko w jednym punkcie nalezacym do 

przedziatu (a, b) moze spowodowa¢, ze teza twierdzenia 2. nie bedzie spetniona. 

Natomiast rysunek b) pokazuje, ze istotna jest rowniez ciagtos¢ (jednostronna) na 

koncach przedziatu (a, b). 

Z twierdzenia 2. wynika wniosek, kt6ry bywa wykorzystywany do przyblizonego 

rozwiazywania rownan. 

Wniosek: Jesli funkcjafjest ciagta w przedziale domknietym (a, b) orazf(a) - f(b) < 0, 

to istnieje taka liczba c, c € (a, b), dla ktérej f{(c) = 0. 

Przyktad 3. 
Ea 

Wykazemy, ze r6wnanie 5s —2+sinx =0 maco najmniej jedno rozwigzanie nale- 

: é ™ 
zace do przedziatu fo, 4 

Rozwazmy funkcje f(x) = se —2+sinx. Funkcja f jest funkcjq ciagtqa (jako suma 

funkcji ciagtych) w przedziale (0, z). Ponadto 

=, ae Tee, 
f(O)==2)=2—0 oraz {3 ]-$-241-75 >0 

Zatem w przedziale (0, funkcja f przyjmuje dowolna wartos¢ wiekszq od —2 

T— 2 Bese Pe see os he: 
i jednoczesnie mniejszq od ——. W szczegolnosci przyjmuje wartosc 0, a to zna- 

Z 
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czy, ze rownanie —x —2+sinx =0 ma co najmniej jedno rozwiqzanie nalezace do 
Z 

TT 
przedziatu CF 

Z twierdzenia 2. wynika rowniez kolejny wniosek. 

Wniosek: Kazde r6wnanie wielomianowe stopnia nieparzystego ma co najmniej 

jedno rozwiazanie rzeczywiste. 

Szkic dowodu: Dowolne r6wnanie wielomianowe stopnia n mozna zapisac w postaci: 

() XU GX" te + aX ag = 0) 
gdzie a, 1,4, _ >) + @, Ay $a liczbami rzeczywistymi, n € N,,n - liczba nieparzysta. 

Oznaczmy W(x) =x"+a,_,x"-1+...+ a,x + ay. Zauwaz, ze 

S ide ea! = 

. - 4 an-1 a, Ay 
Lorre (x) irae) et oe 
x>-0 ee aaa | xX X xX | 

+00 ‘l 
es ey, z 

a a a 
Lise Bai) Meal ae oes ssa ac 0] = +00 
X>+0 Bares | XxX xX x"| | 

Zatem istnieja takie liczby a i b, dla ktérych W(a) < 0 i W(b) > 0, czyli funkcja 

y = W(x) spetnia w przedziale (a, b) zatozenia wniosku ze str. 115. Tak wiec istnieje 

liczba c, c € (a, b), dla ktérej W(c) = 0, a to znaczy, ze rownanie (*) ma co najmniej 

jedno rozwiazanie. 

W klasie pierwszej poznates pojecie najwiekszej i najmniejszej wartosci funkcji. 

Przypomnijmy: 

Funkcja liczbowa f: X > Y przyjmuje najwieksza wartoS€ yp, y, < Y, dla liczby x», 
x, € X, wtedy i tylko wtedy, gdy f{x,) = yy oraz dla kazdej liczby x, x € X, zachodzi 
nierownoS¢ f(x) < f(%>). 

Funkcja liczbowa f: X > Y przyjmuje najmniejsza wartoS¢ yo, y, € Y, dla liczby xy, 
X) € X, wtedy i tylko wtedy, gdy f(x,) = yp oraz dla kazdej liczby x, x € X, zachodzi 
nierOwnoS¢é f(x) = f{X). 

Kolejne twierdzenie dotyczy przyjmowania wartosci najwiekszej i wartosci naj- 
mniejsze} przez funkcje ciagta, okreSlona w przedziale domknietym. 

Twierdzenie 3. (Weierstrassa) 

Jezeli funkcja f jest ciagta w przedziale 

domknietym (a, b), to przyjmuje w tym 

przedziale wartosé najwieksza M i naj- 

mniejszq m, to znaczy istnieja takie licz- 

by x,, X, nalezace do przedziatu (a, b), dla 

ktorych f(x,) =m i f{x,) = M. 
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Karl Weierstrass (wym. wajersztras) byt niemieckim matematykiem zyjacym w la- 
tach 1815-1897. Zajmowat sie analiza matematyczna, algebra liniowa, geometria 
rozniczkowa. 

W twierdzeniu 3. nie mozna zmieni¢ przedziatu domknietego na zaden inny prze- 
dziat. Nawet dla przedziatu jednostronnie otwartego teza tego twierdzenia moze 
nie by¢ speiniona. Rozwazmy bowiem funkcje 

sin 

F500 = odie e130, 100) 
X 

: Funkcja fjest ciagta i nie przyjmuje w prze- 

le dziale (30, 100) ani wartoSsci najwiekszej, 

ae ani wartosci najmniejszej. Zbiorem warto- 

Sci funkcji jest zbior R. 

105 
Fragment wykresu funkcji f przedstawia 

rysunek obok. 

\"| 

-10 Toh 20 30 wane 7d 80190 

-105 | | 

-205 

00110 xX 

-305 

Z twierdzenia 2. i twierdzenia 3. wynika nastepujacy wniosek: 

Wniosek: Jesli funkcja fjest ciagta w przedziale domknietym (a, b) im oraz M ozna- 

czaja odpowiednio najmniejsza i najwiekszqa wartos¢ funkcji f w tym przedziale, 

natomiast A jest dowolna liczba spetniajgcqa nierownos¢ m < A < M, to istnieje taka 

liczba c, c € (a, b), dla kt6rej f(c) =A. 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Ktére sposréd danych funkcji sa ciagte? Odpowiedz uzasadnij. 

ao on CSileXe oL. = jeslix 40 

f(x xJ=- piece ld) el eee A(x) = § |x| 
ake —, jesli x21 1 ete a 

x 5 aes © 

, gdzie x € (1, 3). Wyznacz zbidr wartosci 2. Dana jest funkcja f(x) = 

funkcji f- 

3. Wykaz, ze funkcja f(x) = 2x* + 5x + 2 ma w przedziale (—1, 0) co najmniej jedno 

miejsce zerowe. 
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Asymptoty wykresu funkcji 

1 , , 
Analizujac wykresy pewnych funkcji (np. f(x) =—, gdzie x € R), mozna zaobser- 

x 
wowa¢€ nastepujaca prawidtowos¢: wraz ze wzrostem odlegtosci punktow wykresu 

od poczatku uktadu wspotrzednych odlegtosci punktow wykresu od pewnej prostej 

(w przypadku funkcji f- prostej y = 0 oraz prostej x = 0) maleja (w nieskonczonosci) 

do zera. Jesli taka sytuacja ma miejsce, to te prosta nazwiemy asymptota wykresu 

funkcji. 

Mozliwe sq trzy przypadki. 

| przypadek 

Argumenty funkcji dazq do pewnej liczby x, (z lewej strony, z prawej strony lub 

z obu stron), a wtedy wartoSsci funkcji daza do +00 (lub —00). 

Melek 
(x -3)°’ 
AY 

10+ 

ot 

8+ 

a) f(x) = x € (1,3) U(3,5) b) f(x) = 10log(x—2), x € (2,4) 

W tym przypadku mowimy 0 asymptocie pionowej (jednostronnej lub obustronne)j); 
w punkcie a) prosta x = 3 jest asymptota pionowa obustronna, w punkcie b) prosta 
X= 2 jest asymptota pionowa prawostronna. 



Asymptoty wykresu funkcji il 9 

Il przypadek 
Argumenty funkcji dazq do granicy niewtasciwej +o (lub —s0), a wartosci funkcji 
dazqa do pewngj liczby. 

60 sinx 
Set (x) = EO), Xs 2 

y=flx) 

. t t t +> 

Tt 2m 3% An bye us Wn Ge ne Oye Wile Wee Wee Wise aye XX 

-10 

-20 

X+2 
aie; (x)= imc asl 

xX 

Y 

3 

y = f(x) 

2 

a 
(aS FE a 

| a {—_——__+— a oe 
= 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 mG 

W tym przypadku mowimy o asymptocie poziomej (jednostronnej lub obustronne}); 

w punkcie c) prosta y = 10 jest asymptota pozioma prawostronna, w punkcie d) pro- 

sta y = 1 jest rowniez asymptotg pozioma prawostronna. 
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Il] przypadek . 

Argumenty funkcji dazq do granicy niewtasciwej (+90 lub —00) i wtedy wartosci funk- 

cji rowniez dazq do granicy niewtasciwej (+ lub —o) w pewien okreSlony sposob. 

60 sinx 
SEE NOS, oO SH e) f(x) = 

Xx 

t t i =| + f =| t t sal i f =| [Si [SSS 

=n —n 0 ix 2n 3n 4n Sn 6x 7a 8x On 10m 11m 12m 13m 14m 150 X 

-10+ : 

2 
x° +2x+6 SAC ee Sil 

4x 

W tym przypadku mowimy o asymptocie ukosnej (jednostronnej lub obustronne)j); 

w punkcie e) prosta y = x + 10 jest asymptota ukosnq prawostronna, podobnie 

w punkcie f) prosta y = 0,25x + 0,5 jest asymptota ukosng prawostronna. 

Proste rownolegte do osi OX oraz proste nieréwnolegte do osi uktadu wspotrzed- 
nych mozna opisa¢ rownaniem majacym posta¢ y = ax + b. Rownanie takie bedzie- 
my nazywac rownaniem kierunkowym (wiecej o réwnaniach prostej powiemy 
w rozdziale 3.). Przypadek il i III oméwimy wiec tacznie - asymptote pozioma be- 
dziemy traktowac jako szczegélny przypadek asymptoty ukosnej (méwiac doktad- 
niej: asymptotq ukosnq opisana rownaniem kierunkowym, w kt6rym wspotczynnik 
przy x jest rowny zero, bedziemy nazywa¢ asymptota pozioma). 
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Sprecyzujemy pojecie asymptoty i oméwimy sposoby wyznaczania asymptot. 

Definicja 1. 

Niech funkcja f bedzie okreslona w prawostronnym (odpowiednio lewostron- 

nym) sasiedztwie punktu x,. Prosta o réwnaniu x = Xj jest asymptota piono- 

wa prawostronna (odpowiednio asymptota pionowa lewostronna) wykresu 

funkcji f wtedy i tylko wtedy, gdy 

Tonal (x= =<2 lub lim f(x) = +00 

(odpowiednio lim f(x) = —co lub lim f (2) ==). 

Jezeli prosta o rownaniu x = x, jest jednoczesnie asymptota pionowg lewostronna 

i prawostronng wykresu funkcji f, to nazywamy ja asymptota pionowa obustron- 

na wykresu funkcji f lub kr6tko asymptota pionowa wykresu tej funkcji. 

Przyktad 1. 

Zbadamy arian asymptot pionowych wykresu funkcji f(x) = ee Soa 
i x+5)(x —4) 

Dziedzina funkcji f jest zbidr (—%, —-5) U (5, 4) VU (4, +00). Asymptoty wykresu mogq 

mie¢ posta¢ x = xX,, gdzie x, jest miejscem zerowym mianownika utamka wystepu- 

jacego we wzorze funkcji f Tylko w puntach —5 oraz 4 granica funkcji f moze by¢ 

niewtasciwa. 

Szkicujemy wykres funkcji y = (x + 5)(x — 4) i obliczamy: 

oo 
ae ae nee + 

18 

iim eats Jim 00 
fa ae ne 

Prosta okreslona r6wnaniem x = —5 jest asymptota pionowg obustronng wykresu 

funkcji f- 
Obliczamy granice jednostronne funkcji fw punkcie 4: 

0 7 

_ ee ME Z5) ae 1G ©) 
lim f(x) = lim eer “rot (x+5)(x—4) 4 

iim C= 

Lis 
é 

it 
Podobnie otrzymujemy lim jiohs 5 

Zatem prosta x= 4 nie jest asymptota pionowg wykresu funkcji (obie granice jed- 

nostronne sa wtasciwe). Wykres funkcji f ma tylko jedna asymptote pionowg,; jest 

to prosta o rownaniu x =—5. 
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Omowimy teraz pojecie asymptoty ukosnej. Wré¢my do przyktadow z poczatku te- 

matu. Podalismy tam (zobacz str. 120), ze asymptota ukosnq wykresu funkcji 

ed Ot) gdzie x > 2, 
x 

jest prosta o rownaniu 

y= xk) 

Latwo zauwazyé, ze 

lim [f(x) ~ (x + 10)] =() 

Warunek ten znaczy, ze réznica miedzy wartosciami funkcji y = f(x) a odpowiadaja- 

cymi im wartosciami funkcji liniowej y = x + 10 daza do 0, jesli x dazy do +o. 

Podobnie jest w przypadku funkcji 

2 

Tx) = ee) gdzie x > 1, 
4x 

ktorej wykres znajduje sie na stronie120. Asymptota ukosnq tego wykresu jest prosta 

o rownaniu y = 0,25x + 0,5. Mamy: 

2 

lim[ f(x) — (0,25x +0,5)] = lim re — (0,25x + 05)| = 
x -+00 X +00 x 

2 nee. 
ak +2x+6-x 2X _ lim =0 

x—>+00 4x xX—+00 2x 

Mozemy przyja¢ nastepujacq definicje. 

Definicja 2. 

Niech funkcja f bedzie okreSlona w przedziale (k, +00), (odpowiednio (—%, k)), 

keR. 

Prosta 0 rownaniu y= ax + b jest asymptota ukosna prawostronna (odpowied- 

nio asymptota ukoSna lewostronna) wykresu funkcji f wtedy i tylko wtedy, gdy 

lim [f(x) —(ax+b)]=0 (odpowiednio lim [ f(x) —(ax+b)|=0., 

Jesli prosta y = ax + b jest jednoczesnie asymptota ukosna prawostronna i lewo- 
stronng wykresu funkcji f, to nazywamy ja asymptota ukosna obustronna wykre- 
su funkcji f lub krécej asymptota ukoSna wykresu tej funkcji. 

Definicja 2. pozwala sprawdzi¢, czy prosta o danym réwnaniu jest asymptota uko- 
snq wykresu danej funkcji. O tym, w jaki sposéb mozna wyznaczy¢ rownanie takiej 
asymptoty, mowi kolejne twierdzenie. 
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Twierdzenie 1. 

Prosta 0 rownaniu y=ax + b jest asymptota ukosna prawostronna wykresu funkcji 

me A! i lim Lf) - ax] fwtedy i tylko wtedy, gdy istnieja (wtasciwe) granice fim 
OraZz 

ny le Gel we lim, f(x) —axjebs 
x>+0 =X xX—>+00 

Twierdzenie ma posta¢ rownowaznosci, wiec jego dowéd sktada sie z dwoch czesci. 

Czes¢ I. 

Zatozenie: prosta y = ax + b jest asymptota ukosnqa prawostronng wykresu funkcji f 

Teza: istniejqg wtasciwe granice lim ine) i lim CS ax| 
X—>+00 EXG 

oraz We a ss Sy lim [f(x) - ax] = = 

Dowéd: Z zatozenia ee (zobacz definicja 2.), ze 

lim [ f(x) — (ax + b)] = 0, zatem 

Helles he 
X>+00 me 

(licznik utamka ACA REA 4, dazy do 0, a mianownik dqazy do +, wiec caty uta- 
x 

mek dazy do 0). 

Zauwazmy, ze lim Asia ® = lim fa + =) - = a, wobec tego 
X—>+0 XG X—>+00 XG 

lim 222 jes She f(x) — (ax + b)+ (ax + iB) 

X—>+00 oy X—>+00 X 

Bi ee wy, Figs Oe eet 
X—>+00 dim X 

Dwie ostatnie granice istnieja i sq wtaSciwe, wiec na mocy twierdzenia 1b ze str. 97 

x 
istnieje granica lim —— alo) Oraza lim a ee 

xX>+0 

Podobnie otrzymujemy: 

lim [ f(x) - ax] = lim [ f(x) -— (ax + b)+ b] = 

= lim[ f(x) - (ax + b)]+ lim b = 0+ 
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Dwie ostatnie granice istnieja i sq wtaSciwe, wiec znow na mocy twierdzenia 1b ze 

str. 97 istnieje granica 

lim[f(x)-ax] oraz lim[f(x) - ax] = 

Czesc II. 

Zatozenie: in an aie =) lim [ f(x) = ax|= 

Teza: ea ON ee = ax + b jest asymptota ukosna prawostronna wykresu 

funkcji f 

Dowéd: Zgodnie z definicja 2. wystarczy pokazaé, ze lim| f(x) — (ax + b)] = 
Mamy: X—>>+00 

lim [ f(x) — (ax + b)] = lim[ f(x) - ax]— lim b 

Na mocy zatozenia istnieja wtaSciwe granice lim[f(x)-—ax] oraz lim b. Zatem na 

mocy twierdzenia 1c ze str. 97 istnieje granica wtaSciwa 

Tim [f(x) — (ax + b)] 

oraz 

lim [f(x) — (ax + b)] = lim[ f(x) - ax]— lim b= b-b=0 

Dowédd twierdzenia 1. zostat zakonczony. 

Oczywiscie prawdziwe jest analogiczne twierdzenie dla asymptot ukosnych lewo- 

stronnych. 

Twierdzenie 2. 

Prosta 0 rownaniu y = ax + b jest asymptota ukosna lewostronna wykresu funkcji 

fwtedy i tylko wtedy, gdy istnieja (wtasciwe) granice i eee me y i lim [ f(x) - ax | 
oraz 

lim ile =a i lim[f(x)—ax]=Db. 
x>-00 xX x -co 

Przyktad 2. 

Wyznaczymy asymptoty ukosne wykresoéw funkcji: 

Xa Ax? 4x 

Uae Nese eae 
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Ad a) D;= R — {2}. Zbadamy najpierw istnienie asymptoty ukosnej prawostronnej. 
Obliczamy: 

4 5 
2 2 iheb = se— =~ 

Tac are KacigtNGNO SG px aX Deer bya eee el 
ee (0a) Boxe ae eS 3 

XxX 

Me xX 4x5 xX(2—X) MeL Ox415 a ee = lim + = lim —— = lim =— 
xo] 63x 3(2—-x) 

1 
Prosta y= mee — 2 jest asymptota ukosnq prawostronng wykresu funkcji f. 

Sprawdzamy teraz, czy istnieje asymptota ukosna lewostronna wykresu funkcji f: 

2 
lim 22 = tim 2 AXE 1 

eX aa (G— 3X |x 3 

2 

lim fee) -(-$2] Sei eee ae, 
x00 3 x= -00 6 a 3x 3 

1 
Otrzymalismy, ze prosta y = -—x —2 jest asymptotq ukosna lewostronng wykresu 

funkcji f 3 

OraZ 

1 
Ostatecznie prosta o rownaniu y = -—x —2 jest asymptota ukosnq (obustronna) 

wykresu funkcji f 3 

Ad b) D,= R. Obliczamy: 
1 

Ae 2 4 2 

fn PS ey es 2 ite 2 ie 
Xoo XY —>+400 |x| J UI xX x +00 (x site 1x xX +0 1 ih 

x 

4x’ +x Ax’ +x 4x(x+1) 
li — 4x] = lim = 460 hit aes co 
jim [f(x) x] hm| |x| JL} li peas al ects 4 

an, Re 
= jhe a 
x>t+o x + 1 

Prosta o rownaniu y = 4x — 3 jest asymptota ukoSnq prawostronna wykresu funkcji f- 

Teraz szukamy asymptoty ukosnej lewostronnej: 

PUM re Axe xan cL Fan ANG eN Ee Chee 

we ied xe) ee x41 x : 
lim 
X>-0  ¥ xX x90 KX" + X 
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hme (409) = im PE | = lim [# = | : 
x00 [Ix] +1 

Prosta o rownaniu y =—4x —5 jest asymptota ukosng lewostronng wykresu funkcji f- 

Na koniec tego tematu oméwimy szczegélny przypadek asymptoty ukoSsnej, czyli 

asymptote pozioma. 

Zgodnie z tym, co powiedzielismy juz 0 asymptocie poziomej (patrz str. 120), 

uwzgledniajac definicje 2., przyjmujemy, ze prosta o rownaniu y = b jest: 

— asymptota pozioma prawostronna wykresu funkcji ftylko wtedy, gdy 

lim[f(x)—b] =0, czyli lim f(x) =b 

— asymptotga pozioma lewostronng wykresu funkcji f tylko wtedy, gdy 

lim [ f(x) — b] = 0, czyli lim f(x) = b 

Prosta, ktora jest jednoczesnie asymptota pozioma prawostronng i lewostronna, 

nazywamy asymptota pozioma obustronna lub krétko asymptota pozioma. 

Przyktad 3. 

Zbadamy, czy istnieja asymptoty poziome wykresu funkcji f, jesli: 

2he XS 2X es Be SUE 
a x)= ————— b ee Cc 0 Se 
pC) Re eae ie Ax J FCI 2x x 8 

Ad a) D;= R. Obliczamy: 

2 i * 3 
za ec mt 

lim f(x) = lim ee a Wie ey 
xXx—+00 X—+00 a a x? xXx—+00 il} 

Lee 

Podobnie otrzymujemy lim f(x) = 0. 

Prosta 0 rownaniu y = 0 jest asymptota pozioma (obustronna) wykresu funkcji f 
Ad b) D;= R. Mamy: 

D 1 7 3 
2 —— = 

lim Ts) = lim ea = lim be eG R 1 

X>+0 xX>+x 4x a 1 ge: n A al 2 
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Analogicznie otrzymujemy, ze lim f(x) = ay 
xX -00 oD, 

: abe 
Prosta 0 rownaniu y = 5 jest asymptota pozioma (obustronna) wykresu funkcji f. 

Ad c) D-= R. Obliczamy: 

a a x +1 
lim x)= lim "= line 

vil Hes x40 Dx? Xe ae 8} my il 3 Be 

Podobnie lim f(x) = +00. 

Wykres funkcji fnie ma asymptoty poziomej prawostronnej ani lewostronnej. 

Zauwaz, ze wykres funkcji moze mie¢ co najwyzej jednga asymptote ukosng prawo- 

stronnga (lewostronna). Jesli wiec stwierdzimy, ze istnieje asymptota pozioma pra- 

wostronna (lewostronna), to nie ma potrzeby sprawdza¢, czy istnieje inna asymp- 

tota ukosna prawostronna (lewostronna) (o wspotczynniku kierunkowym réznym 

od zera). 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Czy istnieje asymptota pionowa (jednostronna) wykresu funkcji f? Jesli tak, 

podaj jej rownanie. 

a) f= b) fo) = ) fe) = 

2. Wykaz, ze istnieje asymptota pionowa obustronna wykresu funkcji f, i podaj 

jej rownanie, jesli: 

c) f(x)== 
x 

TDS aie ra a) (0) = 

3. Zbadaj, czy istnieja asymptoty poziome (jednostronne) wykresu funkcji f. Je- 

Sli tak, podaj ich rownania. 

eS VX +43 (1 +x) 
a) fx) =-— b) f= ) fed=<— 

4. Wyznacz r6wnanie asymptoty ukosnej wykresu funkcji f, jesli: 

y 1- Be x-2 
a) fog=— b) fe) = ) soy= GP 

Xie 

ae ax 
5. Wyznacz wszystkie asymptoty wykresu funkcji f(x) = =p 
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Pochodna funkcji w punkcie 

Rozwazmy nastepujace zagadnienie. 

Wystrzelono do gory pocisk. Zatézmy, ze odlegtos¢ s(t) pocisku (w metrach) od po- 

wierzchni ziemi w czasie t (sekund) wyraza wzor: 

s(t) = 60t—5t?, gdziet € (0,12). 

Interesuje nas predkosé pocisku w czwartej sekundzie lotu. Obliczmy najpierw 

predkosé (Srednia) miedzy czwarta a piata sekundg lotu pocisku. W tym celu wy- 

znaczamy przyrost drogi s(5) — s(4) i dzielimy go przez przyrost czasu 

es s(5) — s(4) a 175-160 

5-4 1 
Czy predkosé 15 m/s mozna uzna¢ za predkos¢ w czwartej sekundzie? Ot0z nie. Jesli 

bowiem skrécimy przedziat czasu, np. do 0,5 sekundy, to otrzymamy inna predkoSc: 

Ge s(4,5) — s(4) _ 168,75 — 160 

: 4,5-4 0,5 

=91'5' (m/s) 

17, 59(1n/'s) 

Obliczmy jeszcze predkoSci Srednie dla krétszych przedziatow czasowych (rdow- 

nych 0,1 s, 0,01 s, 0,001 s): 

_ s(4,1)-s(4) _ 161,95-160 
LG 0,1 

ale on rey) 

4,01)—s(4) 160,1995— pres ,01) — s(4) _ 160,195 =160 _ 49 9¢ nae 
4,01—4 0,01 

_ s(4,001) - s(4) _ 160,019995 - 160 
4,001 —4 0,001 

P =o 995.(mi/s) 

Mozemy zauwazyé, ze jesli skracamy przedziat czasu, to otrzymane predkoSci sta- 

ja sie coraz blizsze 20 m/s. Wykazemy, ze rzeczywiscie ta graniczna predkoS¢ jest 
rowna 20 m/s; uznamy ja za predkosé w czwartej sekundzie ruchu. Interesuje nas 
wyrazenie 

« Pree eG) (*) lim Pi 
Ne eS 

Jesli oznaczymy x—4=h, tox=4+hix— 4 wtedy i tylko wtedy, gdy h > 0. Zatem 
wyrazenie (*) mozna zapisa¢ rownowaznie 

(**) er s(4 + h)- s(4) 

h>0 h 
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Obliczamy: 

_ s(4+h)—s(4)_ [604 +h)-5(4+hY ]-160 — 20n—5h? 
lim —————~— = lim Joy iio ees 
h>0 h h>0 h h—0 h 

= lim (20 —5h) = 20 (m/s) 

Otrzymalismy, ze w czwartej sekundzie ruchu pocisk miat predkosé 20 (m/s). Pred- 

kos¢ te nazywamy predkoscia chwilowg (w odréznieniu od wyznaczonych wecze- 

Sniej predkoSci Ssrednich). 

Rozwazmy teraz sytuacje ogdlniejsza. Niech f bedzie funkcja okreslona w pewnym 

przedziale (a, b), X, € (a, b). Ponadto zatézmy, ze h jest liczba rzeczywista rézna od 

zera, X) +h € (a, b). Wowczas mozemy zdefiniowac ,,srednia szybkos¢é zmiany war- 

tosci funkcji fw przedziale o koncach x, i x, +h” jako: 

f(% +A) - fo) 
h 

Natomiast granice (0 ile istnieje): 

ep Ee 
h>0 h 

mozemy okresli¢ jako ,chwilowa szybkos¢ zmiany wartosci funkcji fw punkcie x,” 

Zalezy ona tylko od funkcji fi punktu x, i nie zalezy od h (w przeciwienstwie do 

,sredniej szybkosci zmiany wartosci funkcji f w przedziale o koncach x, i x, +h’). 

W zwiazku z powyzszymi rozwazaniami przyjmujemy nastepujace definicje: 

Definicja 1. 

Niech funkcja f bedzie okreslona w pewnym otoczeniu U(x,), natomiast h bedzie 

liczba r6znq od 0, dla ktorej x, + h nalezy do otoczenia U(x,). 

llorazem roznicowym funkcji f w punkcie x,, odpowiadajacym przyrostowi h 

f(% +h) - f%) 
argumentu, nazywamy liczbe h 

Definicja 2. 

Niech funkcja f bedzie okreSlona w pewnym otoczeniu U(x,), natomiast h bedzie 

liczba r6éznq od 0, dla ktorej x, + h nalezy do otoczenia U(x,). 

Pochodna funkcji f w punkcie x, bedziemy nazywa¢ granice (0 ile istnieje wta- 

Sciwa) 

+h)— f(x 

h>0 h 

i oznacza¢ f’(x,), a o funkcji f powiemy, ze ma pochodna w punkcie x, lub ze jest 

rozniczkowalna w punkcie Xp. 
lL 
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Krétko mozna zapisac: 

Pochodna funkcji f w punkcie x, to liczba row- 
h)- * 

JAC) Ss Flore ler na granicy ilorazu r6znicowego funkcji f przy h 

ts z dazacym do zera (jesli ta granica istnieje). 

Jesli granica (*) nie istnieje lub jest niewtasciwa, to powiemy, ze funkcja f nie ma 

pochodnej w punkcie x, lub ze nie jest rozniczkowalna w punkcie x». 

Za tworcow rachunku rézniczkowego (i catkowego - 0 kt6rym nie bedziemy mowic¢ 

w tym podreczniku) uwaza sie angielskiego fizyka i matematyka Izaaka Newtona 

(1642-1727) oraz niemieckiego filozofa i matematyka Wilhelma Leibniza [wym. 

lajbnica] (1646-1716). Wyniki w tej dziedzinie osiagneli r6znymi metodami, nieza- 

leznie od siebie. Odkrycie rachunku rdzniczkowego i catkowego doprowadzito do 

powstania nowego dziatu matematyki - analizy matematycznej. 

W podrecznikach matematyki, a takze w wielu podrecznikach z nauk przyrodni- 

czych, mozna spotkaé jeszcze inne oznaczenia pochodnej funkcji f w punkcie Xp, 

a Mianowicie: 

Nol) seo GE 
dx dx |*x=%o 

Jak zapewne pamietasz, granica funkcji w punkcie istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy 

istniejqa granice jednostronne tej funkcji w tym punkcie i sq one rowne. W zwiazku 

z tym wprowadzamy nastepujacq definicje. 

Definicja 3. 

Niech funkcja f bedzie okreslona w pewnym prawostronnym otoczeniu U,(x,), 

h bedzie liczba dodatnia, dla kt6rej x) + h nalezy do otoczenia U,(x,). 

Pochodna prawostronna funkcji f w punkcie x, bedziemy nazywac¢ granice 

F(X aE = Ihe) 

h 
(o ile istnieje wtasciwa) lim i oznaczaé f" ,(x,). 

hoo 

Analogicznie mozna zdefiniowa¢ pochodna lewostronna funkcji f w punkcie x,, 
ktora bedziemy oznacza¢ f' (x,). 

Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie. 

Twierdzenie 1. 

Niech funkcja f bedzie okreslona w pewnym otoczeniu punktu xp. 
Funkcja fma pochodna w punkcie x, réwng p (p € R) wtedy i tylko wtedy, gdy 
istniejq pochodne jednostronne f" ,(x,) oraz f' (x,) i zachodzi rownosé 

f'R)=P = [f'.) =f-Oo) =P] 
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Przyktad 1. 

Obliczymy await funkcji fw punkcie xs, jesli: 

a) f(x) =x3—4x, x,=5 b) f(x) = Vx=-1, x, =2 

Ad a) D;=R, wiec funkcja f jest okreslona w (kazdym) otoczeniu punktu 5. Niech h 

bedzie dowolna liczba rzeczywista réznq od 0, oczywiscie (5 + h) € R. Obliczamy: 

f(5 +h) =(5+h)?-4(5 +h) =125 + 75h 4+ 15h? + h3 —- 20-4h= 

=h?+15h?+71h+105 

i(6jH >) 44521105 

floes to) an h + 15h? +71h+105-105 2 

h h>0 h 
lim 
h>0 

lim Ce AS IA) = TAL 

Otrzymalismy f'(5) = 71. 

Ad b) D,-= (1, +9), wiec funkcja fjest okreslona w pewnym otoczeniu U(2). Niech h 

bedzie taka liczba rzeczywista roznq od 0, ze (2 +h) € U(2). Obliczamy: 

an f2+W-f(2)_,, Virh—vi_,, (Vit h-1)[vi+h +4) 
h a h non n( V1 +h + 1) h>0 

; 1+h-1 : h ; i 1 
lin. —$—_ = Jim —————- = lim 
9 A(Vi+h +1] "0 a(J1 +h +1) io 1¢h+1 2 

Tak wiec f’(2) = * 

Przyktad 2. 
aa 

Zbadamy, czy istnieje pochodna funkcji f oraz pochodna funkcji g w punkcie X,, jesli: 

a) fQ) = |x/?, Xo = 0 b) g(x) = |x|, Xo = 0 

Ad a) D,= R, wiec funkcja fjest okreslona w (kazdym) otoczeniu punktu 0. Wz6r 

funkcji mozna zapisac w postaci: 

=x aries x.< 0 
fe) =| 

x, jeslix20 
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Wygodnie jest zbada¢ istnienie pochodnych jednostronnych w punkcie 0. 

Obliczamy: 
3 

Peeples fi Site = 0, czyli f’,(0)}=0 
h>0* h hoo fh h>0" 

ape 

ee: a ee ew cary ol a0 
im noo hf h>0 

Pochodne jednostronne sq réwne, zatem funkcja f jest rozniczkowalna w punkcie 0 

OraZefea (Oil 0: 

Ad b) D, = R. Podobnie jak w punkcie a) zbadamy istnienie pochodnych jednostron- 

nych. Mamy: 

aa —x, jeslix <0 
NS 

a x, jeslix 20 

Obliczamy: 

ice UO icp stenebeahy, ateadieesti) =a 
h0! h hoo hh 08 

im Oe - fn! Sthafene oe, eariar (n= 
Me h>0" h h>0- 

Pochodne jednostronne istnieja, ale nie sq rowne, wiec funkcja g nie jest rozniczko- 

walna w punkcie 0. 

Przyktad 3. 
arses 

Zbadamy, czy istnieja pochodne funkcji fi g w punkcie 1, jesli: 

x =3,, jesiix <1 —x-1, jeslix<1 

ale Cia ae b) g@X)=4 2 Rr 
——, jeslix>1 -—, jeslix >1 

x x 

Ad a) Badamy istnienie ead jednostronnych: 

fe pe Ol a lim lim = lim 
h>0° h h>0° h hoo A(1 + ie 

= lim =2 5 CZ Lee eee yli f’,.(1) 

1+h iL a (= stl lish in fU) aj see alee 
i ase hao" h hoo h 

= lim(2 i925" vezylisf ah) 2. 
h>0 

ak wiec. f-a(1)\ =f (1) 22; 

Pochodne jednostronne sq rowne, zatem funkcja fma pochodna w punkcie 1 
fi y=2. 
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Ad b) Obliczamy 
2 = (2) 

1+h ih ( 
ma z 2 gO) Jie Ee nee Anh GINO 2 
un hoo" h hoo 1+h 

gi +h 1 - le = mah tt jl] lim Dealt tim" = 1, czy gillaa! Ey h>0- h>0- 

Pochodne jednostronne istnieja, ale nie sq rowne; stad funkcja g nie ma pochodnej 

w punkcie 1. 

Analizujac trzy ostatnie przyktady, mozemy stwierdzi¢, ze we wszystkich punk- 

tach, w ktorych badalismy istnienie pochodnych, rozpatrywane funkcje byty ciagte 

(sprawdz to!). Jednak nie w kazdym z tych punktow funkcje mialy pochodne. Zatem 

z tego, ze funkcja jest ciagta w jakims punkcie, nie wynika, ze ma w tym punkcie 

pochodna. A jesli funkcja ma w jakims punkcie pochodnag, to czy w tym punkcie jest 

ciagta? Odpowiedz na to pytanie daje nastepujace twierdzenie. 

Twierdzenie 2. 
Jesli funkcja f, okreslona w pewnym otoczeniu punktu x,, ma pochodna w tym 

punkcie, to jest ciggta w tym punkcie. 

Zatozenie: funkcja fjest okreslona w pewnym otoczeniu U(x,), istnieje f’(x) 

Teza: lim f(x) = f(%) 

Dowédd: Zauwazmy, ze jeSli x # Xp, to 

ear Meee ~ xy) + F%) 

Oznaczmy roéznice x — x, przez h, czylih =x—x,. Z zatozenia x # Xp, wiec h 4 0. Zatem 

x=X,+h i x—>x, wtedy i tylko wtedy, gdy h — 0. 

Mamy: 

F(X +A) = “A+ f(%) 

Z zatozenia o istnieniu pochodnej funkcji f w punkcie x, wynika, ze granica 

lls a f(Xo) 
Lin 

Ponadto af = (0) oyeys lim f(%) = f(x,), wiec istnieje granica lim f(% + h) 
h0 h—> h-> 

f(% +4) = f%) 
h 

istnieje i jest rowna f"(x9). 

(czyli lim f(x)) oraz 

im 08) =f Ps 1)= Hi) PEELS) 5 Fy)) = 71)-04 Fl) = £0), 
czyli 

lim evans (X50); co konczy dowéd. 
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Mozna powiedzieé¢, ze ciagtos¢ funkcji w punkcie jest warunkiem koniecznym ist- 

nienia pochodnej funkcji w tym punkcie. Jak juz wiemy, nie jest to jednak warunek 

wystarczajacy. 

Wniosek: Jesli funkcja f, okreslona w pewnym otoczeniu punktu Xp, nie jest ciagta 

w punkcie x,, to nie ma pochodnej w tym punkcie. 

Przyktad 4. 

Wyznaczymy a i b tak, aby funkcja f(x) = miata pochodna 
fe +p, jesliix ——1 

w punkcie —1. 
x’ -4, jeslix>—-1 

Funkcja f musi byé ciagta w punkcie —1. Obliczamy: 

lim f(x) = lim (ax + b)=-a+b 
x>-1 x>-1° 

lim, f(x) = lim (x* — 4) = -3, f1)=-3 

Funkcja f bedzie ciggta w punkcie —1 wtedy, gdy spetniona bedzie rownosé 

—a+b=-3 

Obliczamy teraz pochodne jednostronne: 

fet ee yp as hy =4—(-3) red he —2h 

h h 
lim line?) 22) 

h>0* h>0' h>0° h h>0' 

gl Visa 

AA f(-1+4)- f(-1) ae a(—1+h)+b-(-3) ae b+ah+3 

h>0 h h>0- h h>0- 

Korzystamy teraz z warunku ciagtosci funkcji f w punkcie —1: 

—a+b=-3, zatem 

— —a+b+ah+3 . —3+ah+3 aan 
lim —————_———_ = lim ————- = lim — =a 
h>0- h h>0" h hao h 

i -G1)-a 
Pochodne jednostronne sq r6wne, skad otrzymujemy 

a=-Z, zatem b=—5 

Funkcja f jest rozniczkowalna w punkcie —1 wtedy, gdy a=-—2 ib=—5. 

Zastanowmy sig jeszcze, jak - majac zaprezentowany wykres funkcji ciagtej w da- 
nym punkcie x, - rozpoznaé¢, czy w tym punkcie funkcja ma pochodna. Przyjrzyjmy 
sie wykresom funkcji z przyktadéw 2., 3. i 4. 



Pochodna funkcji w punkcie 

P= ag | 

x =3, jeslix<1 ee eesiix a1 

(RCD ares , Xj=1 GC) ny 
art jeslix > 1 : oi Stee > al 
Xx 

es 

afi Sb ees ih 
f(x) -| Xy=—1 

x eae fesiix eee 

HS5 

Funkcja f nie ma pochodnej w punkcie x,, w ktorym jest ciagta, jesli wykres ,,nie 

przebiega gtadko” w punkcie (Xp, /(X,)), lecz ,zatamuje sie” (wystepuje tzw. ostrze). 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Wyznacz pochodng funkcji fw punkcie Xs, jesli: 

Z 
AN x ext, x, = 1b) f(x) = =3x7, xp =—1 c) pO ae ta 

x =1, jesli x <2 
2. Wykaz, ze nie istnieje pochodna funkcji f(x) = 

w punkcie 2. 
—x +5, jesli x 22 
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Funkcja pochodna 

Rozwazmy funkcje f(x) = AS, gdzie x € (0, +0). Mozemy postawic¢ pytanie, czy 

w kazdym punkcie z przedziatu (0, +00) funkcja fma pochodna. 

Oczywiscie w przypadku punktu 0 mozemy mowic co najwyzej 0 pochodnej prawo- 

stronnej (bowiem funkcja jest okreslona tylko w prawostronnym otoczeniu punk- 

tu 0). Rozwazmy dwa przypadki. 

I przypadek Xp € (0, +00) 

Dla dowolnej liczby x, z przedziatu (0, +00) istnieje takie otoczenie U(x), ze 

U(x) < (0, +00). Niech h bedzie liczba rzeczywista, dla kt6rej (x) + h) € U(x,). Wow- 

CZaS: 

py Lia = 10) iy Lo ie en (ie th Vo] Wo + + VX) 
lim nd na h( /x, +h + fx, | 

2S lf — 25 il il 
= lim 

Nilferi le) Silathde) Sok A 

, jesli xq € (0, +00) 
it 

dx, 
Ilprzypadek x,=0 

Niech U,(0) bedzie prawostronnym otoczeniem punktu 0, h - liczba rzeczywista 

dodatnia, dla ktérej (0 +h) € U,(0). Wowczas: 

ls: ae f(0)_ 5 vhS0 v0 at 
= lim = +00 

we h>0° h h>0° 

Nie istnieje pochodna prawostronna funkcji fw punkcie 0. 

Podsumujmy: 

Dla dowolnego punktu x, z przedziatu (0, +00) istnieje pochodna funkcji f(x) = Vx 

ae as ; Po 1 : 
w tym punkcie ima miejsce rownosé f'(x,) = zee Mozemy utworzy¢ nowg funk- 

Xo 

cj, ktora liczbie x, z przedziatu (0, +9) przyporzadkowuje liczbe f'(x,), czyli w tym 

1 
Dien 

przypadku liczbe 
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Jesli x, € (0, +00), to 

X) przyporzadkowujemy f Teelh 

czyli 

il 
Xo przyporzadkowujemy 

Te nowa funkcje bedziemy nazywa¢ funkcja pochodna funkcji f (lub krétko: pochod- 
na funkcji f) i oznacza¢ f’. Mozemy wiec zapisa¢: 

i= Vx, x € (0, +00) 

(i= eas 
2x 

Czasami stosuje sie tez zapis: 

[- i 
—=, X € (0)+00) 
2Vx 

Zauwaz, ze dziedzina funkcji D, i dziedzina funkcji pochodnej D,, nie musza byé 

rowne. Zawsze natomiast jest spetniona zaleznos¢ D,, < D,. 

Przyjmujemy nastepujaca definicje. 

Definicja 1. 

Niech f bedzie dowolng funkcja okreslona w zbiorze D,. 

Funkcja pochodna funkcji f (lub pochodng funkcji f) nazywamy funkcje, ktora 

kazdej liczbie x, z dziedziny D-przyporzadkowuje liczbe f'(x9) - 0 ile f’(x,) istnie- 

je -i oznaczamy ja f’. Zbior tych liczb xp, w ktorych funkcja fjest r6zniczkowalna, 

stanowi dziedzine funkcji f’, ktorg oznaczamy D,.. 

tO) el 
dx dx 

Pochodna funkcji oznacza sie rowniez: 

UWAGA: Nie nalezy myli¢ terminow: ,,pochodna funkcji w punkcie” i ,,pochodna funk- 

cji’” (,funkcja pochodna’”). ,,Pochodna funkcji w punkcie” jest liczba (granicq odpo- 

wiedniego ilorazu réznicowego). Natomiast ,,pochodna funkcji” jest to funkcja, ktora 

argumentowi x przyporzadkowuje liczbe rowna pochodnej funkcji w punkcie x. 

Tabela ponizej zawiera podstawowe wzory na pochodne funkcji, ktorymi bedziemy 

sie postugiwac w dalszym toku nauki. 



J3ko) 2. Elementy analizy matematycznej 

‘Zon! 

pochodna 

funkcji 

| f=c f'(c) =0 

PA CX) SOX 41D: ax a 

PX) Oxo DX Clif (X)iar2axer D 

f= eee 

f(x N= = 

funkcja dziedzina pochodnej (uwagi) | 

R (c - dowolna liczba rzeczywista, f- 

funkcja stata) 

R (a, b - dowolne liczby rzeczywiste) 

R (a, b,c - dowolne liczby rzeczywiste) 

R (n-liczba naturalna wieksza od 1) 

ma 

| 
f'(x)=k- xk! | R— {0} (k-liczba catkowita ujemna) 

(0, +00) Wise ae 

Cops 
aa ere | 

(0, +00) (a - dowolna liczba rzeczywista) 

Udowodnimy wzory: 1.,2., 3., 4. (w przypadku n = 4) oraz 5. 

Ad 1) f(x) =c, D;=R, c - dowolna liczba rzeczywista, zatem 

pelcaad sie) te 
lim h>0 h 

ham oF 

=i) w = 0, stad 
h>0 fy 

Ad 2) f(x) = ax + b, D;=R, a, b - dowolne liczby rzeczywiste 

h h ~ Roite: i FO) _ 4 K+) +b (Xt) <tim™ = lima =a, ei 
iim mee h h>0 fh 

ae wer 

Ad 3) f(x) = ax’ + bx +c, D;=R, a, b, c - dowolne liczby rzeczywiste 

fy ek sO in a(x +h) + b(x +h)+c—(ax’ + bx +c) é 
h>0 h h>0 h 

ae h(2ax 2 + ah) 
is lim (2ax + b+ ah) = 2ax +b, stad 

h>0 

f'(X) = 2ax + b, Dp = 

Ad 4) f(x) =x*, D-=R 
jie eavleviede se [eat oe 
h>0 h h>0 h 

W liczniku ufamka stosujemy dwukrotnie wzér skréconego mnozenia na réznice 
kwadrat6w dwoch wyrazen: 
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jim 2A 2° = lim LOc+ hy =x?) [Otay +x] 
h>0 h>0 h 

h(2x + h)| (x + hy + el 
=e 5 = lim | (2x +h)((x +h)’ +x? )| = 2x- 2x? = 4x3 

Otrzymalismy f"(x) = 4x°, D, = R. 

Jesli chcielibySmy obliczyé pochodna funkcji f(x) = x° + = gdzie x € R — {0}, to 
x 

wzory Z tabeli ,nie podpowiadajq’, jak to zrobi¢ w prosty sposdb, mimo ze znamy 

nastepujace funkcje pochodne: 

Ca)e 8x2 Poraz (=) ae 
ze i 

W takich przypadkach pomocne bedzie nastepujace twierdzenie: 

Twierdzenie 1. 

Jesli funkcje fi g sq rézniczkowalne w zbiorze D, to dla dowolnej liczby x € D: 

a) [f@®) +900] =f’) +9'®) (wz6r na pochodna sumy funkcji) 

b) [f(X) -—9@)]' =f’) -9'@) (wz6r na pochodna réznicy funkcji) 

c) [f@) - 9090]! =f'0) 90) + 0) -9'(X) (wz6r na pochodna iloczynu funkcji) 

d) [c - f(x)’ =c-f'(xX), gdzie c - dowolna liczba rzeczywista 

e) Pall = f'@)- 90) - LO) g(x) , przy dodatkowym zatozeniu, ze g(x) #0 

[g(x)] w zbiorze D 

(wzor na pochodng ilorazu funkcji) 

Dowéd: 
Ad a) Zapisujemy iloraz r6znicowy odpowiadajacy funkcji y = f(x) + g(x), gdzie 

x € D. Mamy: 

[f(x +h) + oe + A)]-[F09 + 909] _ fle +h)= FO) , glx +h)- 909 
h h h 

Z zatozenia 0 rézniczkowalnosci funkcji fi g w punkcie x wynika, ze istnieje granica 

przy h dazacym do 0 kazdego z dwoch ostatnich sktadnikow (rowna f(x) dla pierw- 

szego z nich i g’(x) dla drugiego). Zatem - na mocy twierdzenia 0 granicy sumy 

funkcji - otrzymujemy 

fm Xt + 90+ MJ [F00+ 909] _ 55 FO +A FCO, i IO i = 9) 
FENG) h h>0 h h>0 

To znaczy, ze [f(x) + gx)] = f(x) +9’ (x) 
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Ad b) Dowéd jest analogiczny do dowodu z punktu a) 

Ad c) Przeksztatcamy iloraz r6znicowy odpowiadajacy funkcji y = f(x) - g(x), gdzie 

x € D. Mamy: 

f(x +h): glx + h)= fF): 90) _ 
h 

f(xt+h)- g(x +h)— FO): 9(x +h) + F(X) 9% + h)— fC)- 90) _ 
h 

GX +M)=909 7) 
re se fq) ae rit ) ‘ 

_ fe+h)=f09 
h 

Z zatozenia o rozniczkowalnosci funkcji fi g w punkcie x otrzymujemy, ze 

lim 
hoo 

f(x+ i - fx) _ FO). oraz tim g(x t+ a eqilval Hea 

Funkcja g jest ciagta w punkcie x (poniewaz jest w tym punkcie rézniczkowalna), 

czyli 

lim g(x + h) = g(x). Ponadto lim iS 1 xe 
h—>0 a> 

Korzystamy z twierdzenia o granicy: sumy funkcji, iloczynu funkcji oraz iloczynu 

funkcji przez stata 

yy LEAD ge = f)-900) | 

f(x +h)— f@) 
h 

= Ihe 
ho>0 

ve bee Gog) a Ge) 
a ae 

Stad otrzymujemy: 

Lf) 900] =f’) 900 +0) - 90) 

Ad d) Jest to szczegélny przypadek wzoru z punktu c). Mamy: 

[e- fa] =) -f@)+¢-f'@)=0+¢-fi@)=c-/'®) 

Dowod punktu e) pomijamy. 

UWAGA: Wzory z punktow a) i b) twierdzenia 1. mozna w nastepujacy sposdb 
uogolnic¢: 

Jesli funkcje f;, f,, ..., f, Sa r6zniczkowalne w zbiorze D, to dla dowolnej liczby x € D: 

[ACI +A0) ++ h00] = fC)+ £OI+.+ 400 
LAG) - £00 -..- fC) =f10)- 0) - F109) 



Funkcja pochodna 

Czasem przy obliczaniu pochodnej funkcji fnie jest podana dziedzina tej funkcji ani 
dziedzina funkcji pochodnej. Przyjmujemy woéwczas, ze dziedzina funkcji fi dzie- 
dzina funkcji f’ sq odpowiednio zbiory D,i D,, tych wszystkich argumentow, dla 

ktorych wzory funkcji i funkeji pochodnej f’ maja sens liczbowy (przy czym musi 

by¢ spetniony warunek D;, < D,). 

Przyktad 1. 

Wyznaczymy pochodne funkcji 

a) fO)=x' += b) f(x) =7x° —x' +2 

0) fl) = (1-28 +x) d) foy= 
Ad a) D-= R — {0}. Stosujemy wzér na pochodna sumy: 

[x + | = (x?)' + (=| = 3x’ sam) stad 
x x x 

' 2 if 
i) =X ae Dy, = R—{0} 

Ad b) D,= R. Stosujemy wzor na pochodna sumy, na pochodng roznicy oraz na po- 

chodng iloczynu funkcji i statej: 

(7x5 —x4+ /2 J =7- (x5) — (xt + (V2) = 35x44 
f'(X) = 35x4 — 4x°, D,, = R 

Ad c) D-=R. 

I sposob - stosujemy wzor na pochodna iloczynu: 

[((1 —x2)(3 + x)] = (1 —x”)’- (3 +x) + (1 — x2) - (3 +x)’ =-2x(3 +x) + (1-2’)-1= 

=—3x*—6x+1 

Il sposob - przedstawiamy wzor funkcji w postaci sumy: 

(1 —x*)(3 +x) =3 +x— 3x? —x3, czyli f(x) = — 3x2 +x+3 

Wyznaczamy pochodna funkcji, stosujemy wzor na pochodng sumy: 

(=x? = 3x? + x+ 3)’ =—(x?)' = 3(x*)' + (x)' + (3)' =-3x?- 6x41 

Tak wiec f'(x) =—3x*—6x+1, Dp =R 

Ad d) D,=R — {-2, 2}. Stosujemy wzor na pochodna ilorazu funkcji: 

2x2 -1) (2x? -1)'-(x? - 4) - (2x? -1)-(x? - 4) _ 
ea JP (Cc S4y 

_ 4x -(x? —4)-(2x? -1)-2x _ 4x" — 4x" - 14x 

i (x? — 4) (aa): 

—14x 
(x? =A) h 

, czyli 

f'@)= De =R-{-2, 2} 

141 
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aca 2 
—x’, jeslix € (0,0) 

Wyznaczymy pochodng funkcji f(x)=) , . ,. ; 
, jeslixe (0,+ co) 

W przypadku funkcji okreslonych kilkoma wzorami pochodng wyznaczamy w na- 

stepujacy sposob: najpierw okreslamy pochodna w kazdym z przedziatow otwar- 

tych wystepujacych we wzorze funkcji. Nastepnie sprawdzamy rozniczkowalnosé 

w punktach ,,granicznych” (w naszym przypadku jest to punkt 0). Mamy: 

(*) (—x*)' =-2x, jeslix € (-00, 0) 

(**) = (x3) = 3x2, jeSlix € (0, +00) 
Teraz badamy istnienie pochodnej w punkcie 0. Mozemy to zrobi¢ na dwa sposoby. 

| sposob - sprawdzamy, czy istniejqg pochodne jednostronne funkcji fw punkcie 0: 

— 3 — 

fin SO) iim =” = lim h? = 0 
h>0° h h>0* h h>0* 

— — 2 _— eee) es eno 
h>0" h h>0- h h>0"* 

f',(0) =f" (0) = 0, wiec f"(0) = 0 
Pochodna funkcji fw punkcie 0 istnieje i jest rowna 0. 

Il sposob - sktada sie z dwoch krokow: 

1° Sprawdzamy, czy funkcja fjest ciagta w punkcie 0. 

lim f(x) = lim(-x*) = 0 lim’ f(x) = limex =O, stad 
x>0° x30" x>0° x30" 

lim f(x) = 0 
Ponadto f(0) = 0. Otrzymalismy, ze funkcja fjest ciggta w punkcie 0. 

2° Sprawdzamy, czy wzory (*) i (**) wystepujace w obliczonej pochodnej sa _,,zgod- 

ne” w punkcie 0. W tym celu obliczamy granice: 

lim fxs (3x-) 0 lim(-2x) = 0 
x30" x>0° x0" 

Otrzymalismy granice skonczone i réwne sobie, ponadto funkcja f jest ciagta 

w punkcie 0, wiec wspdlna wartosé obu granic jest wartoscia pochodnej funkcji f 
w punkcie 0, czyli f’(0) = 0. 

Ostatecznie pochodna funkcji fmozemy zapisaé tak: 

—2x, jeslix € (-o, 0) 

TeoeH40,* Veslix=0 albotak f'(x)= 

3x’, jeslix € (0, +0) 

2x, jeslix € (—x0, 0) 

3x’, jeslix €(0, +00) 

lub tak 

re| 
—2x, jeslix e(-0, 0) 

3x’, jeslix € (0, +0) 
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UWAGA: JeSli sprawdzamy istnienie pochodnej funkcji w punkcie ,,granicznym” 
sposobem II, to nie mozemy pomina¢ kroku 1°. Rozwazmy bowiem funkcje 

—x’, jeélix € (—o, 0) 
Hie) = 5 3 heir 

x +2, jeslix € (0, +00) 

Funkcja f, nie jest ciagta w punkcie 0, nie jest wiec r6zniczkowalna w punkcie 0. 

Natomiast 

(—x*)' =-2x, jesli x € (—, 0) 

(x? + 2)! = 3x?, jeSli x € (0, +00) 

oraz 

iy x) lin (xa) 0 
x>0° x>0° 

lini (CC) = lim (2x) — 0 
x07 x30" 

W takim razie lim f(x) = lim f(x), co btednie moze sugerowac istnienie pochod- 
x30" x30" 

nej funkcji f, w punkcie 0. 

SprawdzZ, czv rozumiesz 

1. Wyznacz pochodne funkcji. 

a) f(x) =xX° — 5x7 4-7 b) foo =05{ $6] 

2 = —5x" c) f(x) = (1 + x4) (2 — 3x’) d) OMe ar 

e) f(x) =x3-x4 f)-f(x) =6-x? —/8x 

2. Wykaz, ze funkcja fnie jest rozniczkowalna w punkcie Xp. 

x° +2, jeslix<1 
X= 0 n) so=| Reet 

x’ +1, jesli x <0 
alex) Sane, 

=x", jesli x >0 2x? +1, jeslix>1 

E05 xe) 1 jesiivx al 

3. Wyznacz pochodna funkcji f(x) = 4 4 ee 
a esiiexs i 
x 

4. Wyznacz pochodna funkcji f(x) = 3x? - |x— 1], gdzie x € R. 
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Styczna do wykresu funkcji 

Niech funkcja f bedzie okreslona w otoczeniu U(x,) oraz niech bedzie rézniczko- 

walna w samym punkcie x,. Ponadto niech h bedzie liczba rzeczywista, dla ktorej 

(x) +h) € U(x,). Rozwazmy punkty P(x,, f(xo)) oraz Q(x) + A, flX%> + h)) nalezace do 
wykresu funkcji f Przez te punkty prowadzimy prosta (rysunek ponizej przedsta- 

wia przypadek h > 0). 

AY 

fly + Dp GOlx. +h, fl%o +1) 

x Xo 

Taka prosta nazywamy sieczng wykresu funkcji f, przechodzacq przez punkty P, Q. 

Oznaczmy miare kata RPQ przez /. Wyznaczamy tg /: 

F(X ue Maat Xo) 

h 
tg B = 

Okazuje sie, ze iloraz roznicowy funkcji fw punkcie x,, odpowiadajacy zmianie ar- 

gumentu h, jest wspotczynnikiem kierunkowym rozwazangj siecznej. 

Zobaczmy, co sie bedzie dziato, jezeli h bedzie dazy¢ do 0. Wéwczas punkt Q bedzie 

,coraz blizej” punktu P (zobacz rysunek ponizej). 

Jesli h bedzie bardzo blisko 0, to punkty wykresu, przez ktére przechodzi sieczna, 
beda prawie sig pokrywac¢. W przypadku granicznym otrzymujemy prosta, ktéra 
nazywamy styczna do wykresu funkcji fw punkcie P (na kolejnym rysunku). 
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P(Xy flXo)) 

Oznaczmy kat nachylenia stycznej do osi OX przez a. Zauwazmy, ze 

F(X +A)— f%) 
h 

jeslih—0,totgf—> tga, czyli > (Xa 

a to znaczy, ze wspotczynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkcji fw punkcie P 

jest rowny f'(x,) 

tg a=f'(Xo) 

Wyznaczmy zatem rownanie stycznej do wykresu funkcji fw punkcie x). Rownanie 

prostej w postaci kierunkowej to 

Vi dX cD 

Wiemy, ze punkt P(x,, f(x))) nalezy do tej prostej oraz a = f'(x,)), wobec tego 

F(X) =f' Xo) - Xo +b 

b= f(X) —f' (Xo) - Xo 

Ostatecznie otrzymujemy rownanie 

V=f'(%) -X+fX%o) —f' Xo) * Xo 
ktore mozna przeksztatci¢ do postaci 

Y—f (Xo) =f Xo) & — Xo) 

Uzyskany rezultat uzasadnia celowoS¢ przyjecia nastepujacej definicji. 

Definicja 1. 

Niech funkcja f bedzie okreslona w pewnym otoczeniu punktu x, i rozniczkowal- 

na w tym punkcie. 

Styczna do wykresu funkcji f w punkcie (xo, f(X%>)) nazywamy prosta opisana 

rownaniem: 

Y —f Xo) =f %) & — Xo): 
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Przyktad 1 : 

Wyznaczymy réwnanie stycznej poprowadzonej do wykresu funkcji 

F(®) =x — 3x? + 2x42 w punkcie P(1, yo) 

Wyznaczamy rzednga punktu P: 

Von ase 

Obliczamy pochodna f' funkcji foraz f’(1): 

f'(X) = 3x? — 6x + 2, 

stad 

Cpa 
Zapisujemy rownanie stycznej do wykresu funkcji fw punkcie P: 

y-—2=-1(x- 1), 

czyli 

y=-x4+3 

Rozwigqzanie zadania ilustruje rysunek ponizej. Zauwaz, ze styczna przecina wy- 

kres funkcji fw punkcie stycznosci. O stycznej do wykresu funkcji mozemy mySleé 

nastepujaco: jest to taka prosta, ktorej niewielki odcinek w poblizu punktu styczno- 

Sci najlepiej ,przybliza” niewielki fragment tego wykresu (w poblizu punktu stycz- 

nosci); nie jest tu istotna liczba punkt6w wspdolnych stycznej i wykresu funkcji. 

Przyktad 2: 

Rysunek ponizej przedstawia szkic wykresu funkcji f(x) = ee xe R— {4}, 
x-4 

oraz stycznq do wykresu funkcji fw punkcie P, ktora jednoczesnie przecina wykres 
funkcji fw punkcie Q(5, 5). Wyznaczymy wspotrzedne punktu P oraz rownanie tej 
stycznej. 
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Obliczamy pochodna funkcji f W tym celu zapiszemy wzo6r funkcji fw postaci 

5 
tae x’ —8x+16 

Mamy 

f= (5)' -(x? — 8x +16)—5-(x’ — 8x +16) 0s 2X O) eee 10 

(x? -8x +16) (x-4) | (x-4)° 

Zatem 

POD = gs) Dp = R- tH) 
Zapisujemy rownanie stycznej do wykresu funkcji fw punkcie P(X), yo): 

Y—-fX) =f RIX-Xo),  Bdzie 

F(X) = eee oraz if x) = icine 

(Xp > 4) (X) ré 4) 

Do stycznej nalezy tez punkt Q. Uwzgledniajac jego wspolrzedne, otrzymujemy 

rownanie 

5 —10 

0 -4F x 
(xX) — 4)° —(%) — 4) + 2(5 —x,) =0 

Rozktadamy lewa strone rownania na czynniki: 

(Xp — 4)[(%) — 4)? — 1] - 2(%)- 5) = 0 

(Xp — 4) (Xo — 5) (% — 3) — 20% — 5) = 9 

(x) —5)[(%—4) 0-3) = 2]=0 

(Xp — 5)(Xo? — 7X) + 10) = 0 

ce) /-=(%)- 4) 
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- Otrzymujemy: 

Xp UVa Xo Xo LO = 0 

A=9, VA=3 
Xp VX Nee Oo 

Odcieta punktu P nie jest rowna 5 (punkty Pi Q nie pokrywaja sie), zatem jest rowna 2. 

Sie a2 IO rer y 

Wyznaczamy rownanie stycznej: 

vectud 110) Sa M5) errs oy 

stad 

5 5 
| ee ae nas ) 

vadye 4 

Punkt P ma wspolrzedne [2 4} rownanie stycznej do wykresu funkcji fw punk- 

cle P to et > 
ee aa 

Przyktad 3. 

Na rysunku ponizej dany jest szkic wykresu funkcji f(x) = oh gdzie x « R— {0} 
ye 

oraz a jest ustalona liczba dodatnia. Wykazemy, ze pole tréjkata ograniczonego 

stycznga do wykresu funkcji fi osiami uktadu wspdotrzednych nie zalezy od wyboru 

punktu stycznosci i jest rowne 2a. 
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Niech S bedzie dowolnym punktem na wykresie funkcji f/ Mozemy przyjaé, ze 

a 
s(x X) # 0. Wyznaczymy réwnanie stycznej k do wykresu funkcji f w punk- 

0 

cie S. Mamy: 

‘ =a 
eS rer D,, = R—{0}, stad 

—a 
Mee a zatem 

0 

ki: y- abe = (x seem CZ LI 
0 Xo 

Teraz wyznaczamy wspdotrzedne punktow przeciecia stycznej k z osiami uktadu 

wspotrzednych. 

Os OX: jeSli y = 0, to x= 2x, A(2X,; 0) 

Os OY fesli x= 0; to pues By 0, 22 
x Xe 

Obliczamy pole P tréjkata ABO: 

2a) _ 1, 
mG 2 

2a 
Xo ————" 

Xo 

Pez 12x): = \Zd\=2a, boa = 0. 

Tak wiec pole P tréjkata ABO nie zalezy od wyboru punktu stycznoSci i jest rowne 2a. 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Wyznacz r6wnanie stycznej do wykresu funkcji f(x) =x — 2x w punkcie P(-1, 3). 

3 
2. Wyznacz rownania stycznych do wykresu funkcji f(x) =— i rownolegtych 

x 

do prostej k: y= -3x. Podaj wspotrzedne punkt6éw stycznosci tych pro- 

stych. Naszkicuj wykres funkcji f wraz ze znalezionymi stycznymi w uktadzie 

wspotrzednych. 

3. Dana jest funkcja f(x) = x? — 3x* + 2. 
a) Wyznacz réwnania stycznych (J, i /,) do wykresu funkcji f, ktore sq row- 

nolegte do osi OX, oraz podaj wspéirzedne punktow (odpowiednio P, i P,) 

stycznosci tych prostych z wykresem funkcji f 

b) Wyznacz pozostate punkty wspdlne tych stycznych z wykresem funkcji f- 

4, Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(x) = Dxise, przechodzacej 

przez punkt A(—1, 0). 
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Pochodna funkcji a monotonicznosé funkcji 

W tym temacie oraz w tematach nastepnych oméwimy podstawowe zastosowania 

rachunku pochodnych. 

Wiele proces6w fizycznych, chemicznych, ekonomicznych i innych zagadnien moz- 

na modelowaé za pomoca funkcji ciagtych (np. funkcji wielomianowych, wymier- 

nych, wyktadniczych, logarytmicznych, trygonometrycznych). Rachunek pochod- 

nych pozwala badaé na przyktad, w jakich przedziatach dana funkcja jest rosnaca, 

w jakich malejaca; czy przyjmuje najwieksza wartos¢, czy tez nie. Znajomosc takich 

wtasnosci funkcji pozwala doktadnie scharakteryzowa¢c proces opisany dang funkcja. 

Powstaje pytanie, czy nie bytoby prosciej naszkicowa¢ wykres takiej funkcji (np. za 

pomocg kalkulatora graficznego) i z wykresu odczyta¢ interesujace nas informacje. 

Aby sie przekonaé, ze nie musi to by¢ takie tatwe, sprébuj wyznaczyc¢ najwieksza 

wartosé¢ funkcji 

y=—0,001x* + x3 — x? +2, gdziex eR 

W jakich przedziatach ta funkcja jest malejgca? Mozesz korzysta¢ z kalkulatora gra- 

ficznego lub komputera rysujacego wykresy funkcji. 

W tym temacie zajmiemy sie zwigzkiem miedzy pochodng funkcji a monotoniczno- 

Sciq tej funkcji. Jak juz wiesz, pochodna funkcji fw punkcie x, jest wspotczynnikiem 

kierunkowym stycznej do wykresu funkcji fw punkcie (X,, f(X9)). 

a) f"(X>) > 0 b) f'(%) < 0 

AY 

f(X0) 

Gl Ox b X 0 aX) b Xx j=) 

f' (Xo) = tga f' (Xo) = tga 
tga>0 tga <0 

Rysunek a) ilustruje przypadek f'(x,) > 0. Wtedy styczna do wykresu funkcji 
fw punkcie (Xo, f(Xq)) jest nachylona do osi OX pod katem ostrym. Funkcja linio- 
wa, ktorej wykresem jest taka prosta, jest rosnaca. Mozemy powiedzieé, ze jeSli 
f'(X%o) > 0, to wykres funkcji f wok6t punktu (xp, f(x,)) najlepiej przybliza odcinek 
prostej bedacej wykresem rosnacej funkcji liniowej. Mozna wiec oczekiwaé, ze jeSli 
pochodna f" jest dodatnia, to funkcja f jest rosnaca. Rzeczywiscie, prawdziwe jest 
nastepujace twierdzenie. 
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Twierdzenie 1. 

Jezeli funkcja f ma pochodna w przedziale (a, b) oraz dla kazdej liczby x z tego 

przedziatu f'(x) > 0, to funkcja fjest rosnaca w przedziale (a, b). 

Rysunek b) ilustruje przypadek f'(x,) < 0. Wéwczas styczna do wykresu funkcji f 

w punkcie (Xp, f(X_)) jest nachylona do osi OX pod katem rozwartym. Zatem funkcja 

liniowa, ktérej wykresem jest ta prosta, jest funkcjg malejaca. W tym przypadku 

powiemy, ze wykres funkcji f wok6t punktu (xp, f(X,)) najlepiej przybliza odcinek 

prostej bedacej wykresem malejacej funkcji liniowej. 

Twierdzenie 2. 

Jezeli funkcja fma pochodng w przedziale (a, b) oraz dla kazdej liczby x z tego 

przedziatu f(x) < 0, to funkcja fjest malejaca w przedziale (a, b). 

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia 1. (odpowiednio do twierdzenia 2.) nie jest 

prawdziwe. Moze sie zdarzyé, ze na przyktad funkcja rosnaca w przedziale (a, b) ma 

pochodng rowng 0 w pewnych punktach tego przedziatu albo w ogole pochodna 

w pewnych punktach moze nie istnie¢ (zobacz rysunek ponize)). 

x’, jeslix €(-1, 1) 

(OJ 54 a 
—+2, jeslix e(1, 2) 
x 

3x, jeslixe(=11) 

C= 1 
a 

xX 
jeslix € (1, 2) 

Pochodna funkcji fw punkcie 0 

jest rowna 0. 

Pochodna funkcji fw punkcie 1 

nie istnieje. 
Funkcja fjest rosnaca w przedziale (—1, 2). 

Prawdziwe jest natomiast nastepujace twierdzenie. 

- j 
Twierdzenie 3. 
Jezeli funkcja fma pochodna w przedziale (a, b) oraz: 

a) funkcja fjest rosnaca w tym przedziale, to f’(x) > 0 dla kazdej liczby x z prze- 

dziatu (a, b) 

b) funkcja fjest malejaca w tym przedziale, to f’(x) < 0 dla kazdej liczby x z prze- 

dziatu (a, b). 
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Mozna tez udowodnié¢ twierdzenie dotyczace pochodnej funkcji state}. 

Twierdzenie 4. 

Niech funkcja fma pochodna w przedziale (a, b). Funkcja fjest stata w przedziale 

(a, b) wtedy i tylko wtedy, gdy f'(x) = 0 dla kazdej liczby x z przedziatu (a, b). 

Wyznaczymy (otwarte) przedziaty monotonicznosci funkcji f(x) = 2x? — 9x’ + 12x—6. 

Dziedzina funkcji jest zbidr R. Wyznaczamy pochodna: 

f'(x) = 6x?— 18x + 12, D,=R 

Rozwigzujemy nierownosci: 

f'X)>0 @ [6(x-1)(k-2) > Onxe D,] & xe (-~,1) U2, +0) 

f'Q) <0 xe (1,2) 
Funkcja jest rosnaca w kazdym z przedziatow (—, 1) oraz (2, + ©), natomiast jest 

malejaca w przedziale (1, 2). 

UWAGA: Jesli funkcja jest rosnaca w dwoch przedziatach, to nie wynika z tego, ze 

jest rosnaca w sumie tych przedziatow. 

Funkcja z przyktadu 1. nie jest rosnaca w zbiorze 

(-00, 1) U (2, +0) (zobacz wykres funkcji obok). Po- 

prawny jest zapis mowiacy, ze pochodna funkcji f jest 

dodatnia w sumie przedziatow. Natomiast wynikajacy 

stad wniosek dotyczacy funkcji f jest taki, ze funkcja 

jest rosnaca w kazdym z przedziatow (ale nie w sumie 

przedziatéw). 

Zauwaz, ze wszystkie przedziaty, ktore wyznaczylismy w przyktadzie 1., sq otwar- 

te (zastosowalismy bezposrednio twierdzenie 1. i 2.). Czy jesli domknelibySmy 

te przedziaty - odpowiednio w punktach 1 lub 2 - to otrzymalibySmy poprawnie 

okreslone przedziaty monotonicznosci funkcji f? Oczywiscie tak. 

UWAGA: JeSli funkcja fjest ciagta w przedziale (a, b) oraz: 

a) funkcja fjest rosnaca w przedziale (a, b), to jest rowniez rosnaca w przedziale 

(a, b) 
b) funkcja fjest malejaca w przedziale (a, b), to jest rowniez malejaca w przedziale 

(a, b). 
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Funkcja f z przyktadu 1. jest ciagta w zbiorze R, wiec r6wniez w dowolnym prze- 
dziale. Zatem - na mocy ostatniej uwagi - jest r6wniez rosnaca w przedziatach 
(<0, 1), (2, +00) i malejaca w przedziale (1, 2). Te przedzialy sq maksymalnymi prze- 
dziatami monotonicznosci funkcji f. 

Przyktad 2. 

Wyznaczymy maksymalne przedziaty monotonicznosci funkcji f(x) = 5x? — 3x°, 

gdziex eR. 

Wyznaczamy pochodna funkcji fi badamy znak pochodnej: 

f'(x) = 15x? — 15x*, D,, = R, wiec D,, = D, 

f'Q)>0 = [-15x7(x-1)(e +1) > OAx ED] & x < (-1,0) V(0, 1) 

f'(X) <0 © xe (-~,-1) VU (1, +00) 

Ponadto funkcja fjest ciagta w zbiorze R. Zatem jest 

ona rosnaca w kazdym z przedziatéw (—1, 0) i (0, 1) 

oraz malejaca w kazdym z przedziat6w (-00, —1), 

(1, +00). Zauwazmy, ze przedziaty, w ktorych funk- 

cja f jest rosnaca, maja wspolny koniec (punkt 0), 

ktory nalezy do ich czesci wspolnej. To znaczy, ze 

funkcja f jest rosnaca w sumie tych przedziatow, 

czyli w przedziale (—1, 1). 

Funkcja f jest rosnaca w przedziale (—1, 1) i malejq- 

ca w kazdym z przedziatéw (—, —1), (1, +0). 

Rysunek obok przedstawia wykres funkcji f 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Wykaz, ze funkcja 

a) f(x) = 2x3 — x? + x—7 jest rosnaca w zbiorze R 

Db) fe) = 5 is 7 jest malejaca w przedziale (3, +). 
XG —— 

2. Wyznacz maksymalne przedziaty monotonicznosci funkcji f, jesli: 

a) f(x) = 4x3 — 2x?-x4+5 b) f(x) = 0,5x* + 2x3 — 5x? -30x-1 

2 100x 
c) f(x) = < + 2x dfw=5 

x x —4 
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Ekstrema lokalne funkcji 

Przeanalizujmy wykres funkcji f przedstawiony na rysunku ponize). 

y =f) 

(x3, flx3)) 

(x, fQ%) | 

(x, fle) 

W dziedzinie funkcji f wyrdznione zostaty trzy punkty x,, x,, x3. Jesli wezmiemy do- 

statecznie mate sasiedztwo S(x,) - na przyktad takie, jak na rysunku — to w6wczas 

dla kazdej liczby z tego sasiedztwa prawdziwa jest nierownosc: 

fx) > FR) 

Mozna powiedzie¢, ze ,lokalnie” funkcja f przyjmuje w punkcie x, najmniejsza war- 

tos¢. OkreSlenia ,lokalnie” nie wolno pominaé¢. Podkresla ono, ze rozpatrujemy 

funkcje fw pewnym (niewielkim) otoczeniu punktu x,. Zauwaz, ze funkcja f poza 

pewnym otoczeniem punktu x, przyjmuje rowniez mniejsze wartosci niz w punk- 

cie x,. Zatem funkcja fnie przyjmuje w punkcie x, najmniejszej wartosci ,,globalnie” 

- czyli w cate} dziedzinie. Podobnie w punkcie x, funkcja fprzyjmuje ,,lokalnie” naj- 

mniejszq wartosé. 

Inaczej jest w punkcie x;. Jesli wezmiemy dostatecznie mate sasiedztwo S(x,) - na 

przyktad takie, jak na rysunku - to wéwczas dla kazdej liczby x z sasiedztwa S(x,) 

prawdziwa jest nierOwnosé: 

fO) < fs) 
W tym przypadku mozna powiedzie¢, ze ,,lokalnie” funkcja f przyjmuje w punk- 

cie x, najwiekszq wartos¢. Tutaj rowniez nie wolno pominaé¢ okreSlenia ,,lokalnie”, 

gdyz poza otoczeniem punktu x, funkcja przyjmuje r6wniez wieksze wartosci niz 

w punkcie x3. 
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Definicja 1. 

Niech funkcja f bedzie okreslona w przedziale (a, b). 
a) Funkcja f ma w punkcie xp, x, € (a, b), minimum lokalne wtasciwe (ktore 

jest rowne f(x,)) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie sasiedztwo S(x,) zawar- 
te w przedziale (a, b), ze 

AN | f(x) > f&%) 
xES(Xo ) 

b) Funkcja fma w punkcie xp, X) € (a, b), maksimum lokalne wtasciwe (ktére 

jest rowne f(x,)) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie sasiedztwo S(x,) zawar- 

te w przedziale (a, b), ze 

ZN | fO) <fl%) 
xeS(Xq) 

Zgodnie z definicjg 1. powiemy, ze funkcja fma w kazdym z punktow x, i x, mini- 

mum lokalne witasciwe, a w punkcie x, - maksimum lokalne wiasciwe. 

Popatrzmy teraz na wykres funkcji g na rysunku ponizej. 

W kazdym punkcie z przedziatu (2, 4) funkcja g przyjmuje wartoS¢ 2 i jest to ,,lo- 

kalnie” najmniejsza wartos¢. W takim przypadku powiemy, ze w kazdym punkcie 

z przedziatu (2, 4) funkcja g ma minimum lokalne (ale nie jest ono ,,wtasciwe” jak 

minimum w punkcie 9). 

Definicja 2. 
Niech funkcja f bedzie okreslona w przedziale (a, b). 

a) Funkcjafma w punkcie x,, Xp € (a, b), minimum lokalne (rowne f(x,)) wtedy 

i tylko wtedy, gdy istnieje takie otoczenie U(x,) zawarte w przedziale (a, b), ze 

/n £09 2 fo) 
XE Xo 

b) Funkcja fma w punkcie Xo, Xp € (a, b), maksimum lokalne (rowne f(x,)) wtedy 

i tylko wtedy, gdy istnieje takie otoczenie U(x,) zawarte w przedziale (a, b), ze 

IN , fC) < FO) 
xeU (Xo 
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UWAGA: Definicja 2a obejmuje réwniez przypadek ,minimum lokalnego wiasci- 

wego”, to znaczy kazde ,minimum lokalne wtasciwe” jest jednoczesnie ,minimum 

lokalnym”. Podobnie kazde ,maksimum lokalne wtaSciwe’” jest jednoczesnie ,,mak- 

simum lokalnym”. 

Powiemy, ze funkcja f ma w punkcie x, ekstremum lokalne (wtasciwe), jesli ma 

w tym punkcie minimum lokalne (wtasciwe) lub maksimum lokalne (wtasciwe). 

Okazuje sie, ze pochodna funkcji jest bardzo uzyteczna w wyznaczaniu ekstremow 

funkcji. Omé6wimy teraz dwa twierdzenia zwigazane z tym zagadnieniem. 

Twierdzenie 1. (warunek konieczny istnienia ekstremum lokalnego funkcji) 

Jesli funkcja f, okreslona w pewnym otoczeniu punktu xp, jest rozniczkowalna 

w tym punkcie i ma w nim ekstremum, to f’(x,) = 0. 

Dowod (w przypadku minimum): Jesli funkcja fma w punkcie x, minimum, to zna- 

czy, ze istnieje takie otoczenie U(x,), ze dla kazdej liczby x z tego otoczenia 

f(x) 2 FX) 
Niech h bedzie liczba rzeczywista ujemna, dla kt6rej (x) + h) € U(x,). Wtedy 

f(% +h) 2 fl%),  skad 

fo +h)- fl%) <4 
h 

opeleneelal sails 
h>0- h 

Granica ta istnieje, gdyz funkcja - z zatozenia — jest rézniczkowalna w punkcie Xp, 

a wiec w szczegolnosci ma w tym punkcie pochodna lewostronna. Mamy: 

> Fegi-8 
Analogicznie, jesli h > 0 i (x) +h) € U(x,), to rowniez 

zatem 

ior Wie y Ca), WOWCzas 

CMEC) 
h aes : 

im £2e# = fu) 5 
hoa" 

(se Cole 
Z zatozenia 0 rozniczkowalnosci funkcji fw punkcie x, otrzymujemy: 

f' (Xo) =f' Xo) =f’) 
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a Z nierOwnosci (*) i (**) 

0<f'(%) < 9, czyli 

f'&%) = 9, co konczy dowéd. 

W praktyce korzysta sie z rownowaznej postaci twierdzenia 1., a mianowicie: jesli 
funkcja f jest r6zniczkowalna w punkcie x, i pochodna w tym punkcie nie jest rowna 
zeru, to funkcja fnie ma ekstremum w tym punkcie. Tak wiec funkcja rézniczkowal- 

na moze miec¢ ekstremum tylko w takim punkcie, w ktérym pochodna tej funkcji 
jest rowna zeru. 

Zwro¢ uwage, ze w ostatnim zdaniu uzylismy zwrotu ,moze mie¢é ekstremum’, co 

znaczy, ze nie musi tam mie¢ ekstremum. Na przyktad funkcja f(x) = x? ma pochod- 

na f'(x) = 3x’, ktora przyjmuje wartos¢ zero w punkcie 0. Ale w punkcie 0 funkcja ta 

nie ma ekstremum, co tatwo stwierdzi¢ na podstawie jej wykresu. 

A czy funkcja moze mie¢ ekstremum w punkcie, w ktorym pochodna nie istnieje? 

Oczywiscie tak. Na przyktad funkcja f(x) = |x| ma minimum w punkcie 0, natomiast 

wiemy, ze nie istnieje f’(0). Rowniez funkcja fz poczatku tego tematu ma w punkcie 

X, minimum, a pochodna funkcji fw tym punkcie nie istnieje (wykres funkcji f ma 

,ostrze”). 

Definicja 3. 

Niech funkcja f bedzie okreSlona w przedziale (a, b). 

Punkt xp, x, € (a, b), nazywamy punktem krytycznym wtedy i tylko wtedy, gdy 

f'(%,) = 0 lub f’(x,) nie istnieje. 

Z dotychczasowych rozwazan wynika, ze w punkcie krytycznym funkcja moze mie¢ 

ekstremum, ale nie musi. Kolejne twierdzenie podaje warunki pozwalajace roz- 

strzygnac¢, kiedy w punkcie krytycznym jest ekstremum. 

Sritiendecnie 2. (warunek wystarczajacy istnienia ekstremum lokalnego 

funkcji) 

Niech funkcja f bedzie okreslona w pewnym otoczeniu punktu Xo, ciagta w punk- 

cie x, oraz rozniczkowalna w sasiedztwie S(x,); ponadto niech x, bedzie punk- 

tem krytycznym tej funkcji. 

(1) Jesli f’(x) > 0 dlax eS (x) if’(x) < 0 dlax € S,(x,), to funkcjafma maksimum 

lokalne wtasciwe w punkcie Xx». 
(2) Jesli f’(x) < Odlax € S (x,) if'(x) > 0 dlax € S,(x,), to funkcja fma minimum 

lokalne wtaSciwe w punkcie Xp. 

(3) Jesli f'(x) > 0 dla x € S(x,) lub f'(x) < 0 dlax € S(x,), to funkcja fnie ma eks- 

tremum lokalnego w punkcie Xp. 

LOW, 
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Dowéd twierdzenia 2. pomijamy. Rysunki ponizej ilustrujqa twierdzenie 2. 

Ad (1) 

S (xX) %0 5,(x%)  * Si(X5) “essay 

f'(%) =0 f'(X,) nie istnieje 

Mowimy: ,,pochodna zmienia znak »Pochodna zmienia znak w punkcie x, 

w punkcie x, z dodatniego na ujemny.” z dodatniego na ujemny.’ 

Ad (2) 
Y 

f(Xo) | 
' t 

"| S.(%) ¥0S,(%) * S(Xq) ¥0S,(%) * 

Tx 0 f'(X,) nie istnieje 

»Pochodna zmienia znak w punkcie x, _,,Pochodna zmienia znak w punkcie x, 

z ujemnego na dodatni.” z ujemnego na dodatni.” 

Ad (3) 
Ay 

S_(X) %o S, (Xp) lie » SiG ko Sah 

f'(X) =9 f'(X) nie istnieje 
»Pochodna jest dodatnia w sasiedztwie _,,Pochodna jest dodatnia w sasiedztwie 

punktu x,.’ punktu x,.” 
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fo) fl%) 

S_(Xq) *o S,(Xq) a S (Xp) % > Axo) 

f'(%) =0 f'(Xo) nie istnieje 
»Pochodna jest ujemna w sasiedztwie __,,Pochodna jest ujemna w sasiedztwie 

punktu x,.” punktu Xp.’ 

Podsumujmy - jesli chcemy wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji, to: 

1) wyznaczamy dziedzine funkcji f pochodng funkcji f oraz dziedzine pochodnej; 

2) wyznaczamy punkty krytyczne funkcji f 

3) badamy, kiedy pochodna funkcji f jest dodatnia, a kiedy ujemna; 

4) w punktach krytycznych, w ktorych pochodna 

a) istnieje - badamy, czy zmienia ona znak; jeSli tak, to okreslamy rodzaj ekstre- 

mum (minimum, maksimum), 

b) nie istnieje - badamy, czy funkcja jest ciagta i czy pochodna zmienia tam 

znak; jesli tak, to okreslamy rodzaj ekstremum. 

Przyktad 1 : 

Wyznaczymy ekstrema lokalne funkcji: 

a) f(x) =x° — 15x? +7 b) fe) = -x 

Ad a) Mamy D,= R. 

f'(x) =5x4—45x’, Dy, = Dy 

Wyznaczamy punkty krytyczne. Poniewaz funkcja fma pochodng w zbiorze R, wiec 

moze mie¢ tylko takie punkty krytyczne, ktore sq miejscami zerowymi jej pochod- 

nej. Zatem 

fQ)=0 = (Sx*=45x4=0Axe D.) & 

<> [(5x2(x+ 3)(x-3)=OrxeR|] © 

& (x=-3 vx=0vx=3) 
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Badamy znak pochodnej. 

fool] [5x*(x + 3)(x-3) > Oaxe D,] ig s 

23 0 a 
& xe (-,-3) U (3, +) 

f'(x) <0 & xe (-3,0) U(0, 3) 

Latwo okreSlimy, czy w punktach krytycznych sq ekstrema i jaki jest ich rodzaj, jeSli 

otrzymane wyniki przedstawimy w tabeli: 

x (co, —3) 3 (—3, 0) 0 (O73) = (3, +00) 

f20 + 0 = 0 = 0 + 

169 —155 

fx) oz" maksimum BSR, 7 Ds minimum pat 

lokalne lokalne 

Symbol ao (odpowiednio ao) oznacza, ze funkcja jest malejaca (odpowiednio 

rosnaca) w danym przedziale. Bez trudu dostrzegamy, ze w punkcie —3 pochodna 

zmienia znak z dodatniego na ujemny, wiec funkcja fw lewostronnym sasiedztwie 

tego punktu jest rosnaca, a w prawostronnym sasiedztwie - malejaca, wiec w punk- 

cie —3 jest maksimum lokalne (wtasciwe). Podobnie stwierdzamy, ze w punkcie 3 

jest minimum lokalne (wtasciwe). Natomiast w sasiedztwie punktu 0 pochodna jest 

ujemna (wiec funkcja fjest malejaca) - zatem w tym punkcie nie ma ekstremum. 

Funkcja f ma dwa ekstrema lokalne. Mozemy to zapisa¢ krotko: f,,.. 

foin(3) =-155. 

Ad b) 

Mamy D-= (-c0, -3) U (-3, +00). 

ae 
(x +3) 

(-3) = 169, 

f= yao 

Punkty krytyczne moga by¢ tylko miejscami zerowymi pochodnej. 

fo)=0 @ | “1=0axeD,] pats 
(x +3/ 

*+6 
BP ae a =OaxeD, 

(x +3) 

& (x=-5 vx=-1) 

Badamy znak pochodngj. 

f'(xX) <0 @& xe (,-5) U (—1, +00) 

fix) > 0.3 xe C5,-3) UC3,-1) 
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Budujemy tabelke. 

x (—o0, —5) —5 (-5,-3) | -3 | (-3,-1) —1 (—1, +00) 

i eS) = 0 + X + 0 = 

ie —1 
fx) Sy minimum ee X wat maksimum Sq 

lokalne lokalne 

Symbol ,,X” oznacza, ze wartos¢ pochodngj (wartosé funkcji) nie istnieje. 

Funkcja fma dwa ekstrema; f,,;,(—5) = 7, firax(—1) =—1. 

Przyktad 2. 
Pr 

Wyznaczymy ekstrema funkcji f(x) = x° — 3]x\. 

Okreslamy dziedzine funkcji f: D-= R. Mamy: 

x’ —3x, jeslixe (0, +c) 
I=5 Lae 

x* + 3x, jeslix e(—0, 0) 

Wyznaczamy pochodne: 

(x3 — 3x)! = 3x? — 3, jesli x € (0, +00) 

(x3 + 3x)’ = 3x? + 3, jesli x € (-~, 0) 

Sprawdzamy, czy istnieje pochodna funkcji w punkcie 0. Funkcja f jest ciagta 

w punkcie 0 (sprawdz!). 

lim’y (x)= lim’ (3x7 +3) =3 
x0 x>0- 

oraz 

linn (x)= tim (3x7 = 3), ==3, 
x>0" x07 

zatem pochodna funkcji fw punkcie 0 nie istnieje. Mamy wiec: 

Byo= 3)" jeslixe (0, +00) 
cd. oe , Dy =D,—{0} 

3x’ +3, jeslix <(-~, 0) 

Punkt 0 jest punktem krytycznym (nalezy do dziedziny funkcji i pochodna w tym 

punkcie nie istnieje). 

Szukamy pozostatych punktow krytycznych. 

fC)=0 — | (Gx443=0Ax = 0)V (3x7 =3 =0xnx> 0)| Ss 

aia Xa lA Xe 0) 

<n Xa 
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Okreslamy znak pochodnej. 

f'x) > 0 © [(3x2+3 >0Ax <0) v (3x2-3 >0Ax>0)] o 

<> xe (-~, 0) U (1, +=) 

dO axe (OF 8) 

Budujemy tabelke. 

x (co, 0) 0 (0, 1) 1 (1, +00) 

if (x) + X = 0 + 

0 —2 

fix) wee maksimum Ek minimum a 

lokalne lokalne 

Funkcja fma dwa ekstrema lokalne, f,,,,.(0) = 0, fyin(1) =-2. 

Przyktad > 

Wykazemy, Ze jesli x € (1, +00), to 3x5 + 20x3 > 15x48. 

Wystarczy wykaza¢, ze jesli x € (1, +0), to 3x° — 15x* + 20x3-8 > 0. 
Rozwazmy funkcje 

f(x) = 3x°—15x* + 20x°-8, D-=R 

Funkcja f jest ciagta w zbiorze liczb rzeczywistych. Sprawdzamy, czy funkcja f ma 

ekstrema. Mamy: 

f'(x) = 15x*— 60x? + 60x’, D,=R 

fC =0 > [15x4(%=2)) 20 Axe D> (KOR ee) 

f(xy) >0 © xe (-~, 0) U (0, 2) U (2, +00) 

Zgodnie z twierdzeniem 2. punkt (3) funkcja fnie ma ekstremum w punkcie 0 ani 

w punkcie 2 (,ochodna nie zmienia znaku w tych punktach’). 

Funkcja fjest rosnaca w przedziatach: 

(—0, 0), (0, 2), (a; +00) 

Poniewaz pierwszy i drugi przedziat maja wspolny koniec (punkt 0) oraz drugi 

i trzeci przedziat maja wspOlny koniec (punkt 2), wiec funkcja fjest rosnaca w prze- 

dziale bedacym suma tych przedziatow: 

(co, 0) U (0, 2) U (2, +00) = (00, +00) = R 

Otrzymalismy, ze funkcja 

FCS 3 = 15x20 8) D,=R 

jest rosnaca w zbiorze R. 
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Rozwazmy funkcje fograniczona do przedziatu (1, +0). W tym przedziale funkcja f 
rowniez jest rosnaca. Zatem najmniejszq wartos¢ dla argument6w z tego przedziatu 
przyjmuje w punkcie 1. 

f(1) =3—15+20—-8=0, czyli 

jesli x € (1, +00), to 3x° — 15x* + 20x°- 8 > 0, co konczy dowéd. 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Dane sa wykresy funkcji y = f(x) oraz y = g(x). Wskaz punkty, w ktorych dane 

funkcje majq ekstrema lokalne wtaSciwe. Okres] rodzaj ekstremum w tych 

punktach. 

2. Dziedzina funkcji fjest zbidr liczb rzeczywistych. Funkcja fjest rozniczkowal- 

na w kazdym punkcie nalezacym do dziedziny oraz f'(x) = 3x: (x+1)*-(2—x). 

Wyznacz punkty krytyczne funkcji fi okres] rodzaj ekstremow w tych punk- 

tach (o ile istnieja). 

3. Dziedzina funkcji f jest suma przedziatow (—, —1) Uv (-1, +). Funkcja fjest 

rozniczkowalna w kazdym punkcie nalezacym do dziedziny oraz 

POHL er Wyznacz punkty krytyczne funkcji fi okres| rodzaj ekstre- 

mow w tych punktach (0 ile istnieja). 

4, Wyznacz ekstrema lokalne funkcji f, jesli: 

a) f(x) = (x? - 4) (x + 2) b) fle) = Gxt = S33 — dx? + 16x-1 

0) fe) =x+ df =x4 = 
x+5 

5. Wyznacz ekstrema lokalne funkcji f (0 ile istnieja), jesli: 

a) f(x) = xl-3 b) f(x) =—2x: |x— 4 
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Najwieksza i najmniejsza wartos¢ funkcji 

w przedziale 

W tym temacie omdowimy zagadnienie dotyczace wyznaczania najwiekszej warto- 

sci funkcji (maksimum globalne) i najmniejszej wartosci funkcji (minimum global- 

ne) w przedziale domknietym, a nastepnie w przedziale otwartym. 

Najwieksza i najmniejsza wartos¢ funkcji w przedziale domknietym 

W temacie dotyczacym funkcji ciagtych poznates twierdzenie (Weierstrassa), ktore 

gwarantowato, ze funkcja ciagta w przedziale domknietym osiaga w tym przedziale 

najmniejszq i najwiekszq wartos¢. Teraz ustalimy procedure pozwalajaca te war- 

tosci wyznaczyc. Zaczniemy od analizy wykresow funkcji przedstawionych na po- 

nizszych rysunkach. Kazda z tych funkcji okreslona jest w przedziale (a, b). 

1) 2) 

f(x) 

flX2) 

fe) fl) =f} 

: a x, X, bx 0 ce xX, b=x, X 

3) 4) 
Ay AY 

f(x) f(x) = f(x3) 

fix) | 

0 En pee 0 a X x, pee 



Najwieksza i najmniejsza wartosé funkcji w przedziale 

Na rysunku 1) mamy wykres funkcji przyjmujacej najmniejsza wartos¢ w punk- 

cie x,, w ktorym jest minimum lokalne (wowczas f'(x,) = 0), a najwieksza wartos¢é 

- w punkcie x,, w ktorym jest maksimum lokalne (f’(x,) nie istnieje). 

Najmniejsza wartos¢ funkcji przedstawionej na rysunku 2) jest przyjmowana 

w dwoch punktach: w punkcie a bedacym lewym koricem danego przedziatu oraz 

w punkcie x,, w ktorym jest minimum lokalne (f'(x,) nie istnieje). Najwieksza war- 

tos¢ funkcji jest przyjmowana w punkcie b - prawym koricu danego przedziatu. 

Na rysunku 3) jest przedstawiony wykres funkcji, kt6rej najmniejsza wartos¢ przyj- 

mowana jest w punkcie J, a najwieksza wartos¢ - w punkcie a. Zauwaz, ze w prze- 

dziale (a, b) funkcja ma zar6wno minimum, jak i maksimum lokalne, ale w zadnym 

z tych punktow nie przyjmuje wartoSsci najwiekszej ani najmniejszej. 

Na ostatnim rysunku zaprezentowany jest wykres funkcji f majacej najmniejsza 

wartosé¢ w punkcie x,, w ktorym jest minimum lokalne (f'(x,) = 0). Najwieksza war- 

tos¢ funkcji przyjmowana jest w dwoch punktach: x, - w kt6rym jest maksimum 

lokalne (f’(x,) = 0), iw punkcie b - prawym koncu przedziatu okreslonosci. 

A wiec najmniejszq i najwiekszqa wartos¢ funkcja ciagta w przedziale domknietym 

(a, by moze przyjmowac w punktach krytycznych nalezacych do przedziatu (a, b) 

lub w punktach a, b. 

Mozemy sformutowaé nastepujacy wniosek. 

Wniosek: Aby wyznaczy¢ najwiekszq i najmniejszqa wartos¢ funkcji f ciagte} w prze- 

dziale domknietym (a, b): 

1) wyznaczamy punkty krytyczne funkcji f w przedziale otwartym (a, b); 

2) obliczamy wartosci funkcji fw punktach krytycznych i na koncach przedziatu 

(a, b) 
3) wybieramy najwiekszq i najmniejszq wartos¢ sposréd wartosci obliczonych 

w punkcie 2). 

Zastandw sie, jak wyznaczy¢ najwieksza i najmniejszq wartos¢ funkcji ciagtej w su- 

mie przedziat6w domknietych. 

Przyktad 1 : 
ze 

Wyznaczymy najmniejsza i najwieksza wartoS¢ funkcji f w podanym przedziale, jesli: 

ae (X) 2k" rox, = 2X ated PX 1 (= 35.3) 

b) f(s ae 3h 2X e122) 

165 
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Ad a) W przedziale (—3, 3) funkcja f jest ciagta. Wyznaczamy pochodna: 

f(x) =6x°-6x—-12, Dp =(-3, 3) 

UWAGA: Nie ma potrzeby badania, czy istnieje pochodna jednostronna funkcji f 

w punktach —3 i 3. W tych punktach wystarczy obliczy¢é wartos¢ funkcji f. 

Wyznaczamy punkty krytyczne funkcji f (w tym przypadku - miejsca zerowe po- 

chodnej f'): 

Lf’) =0Ax € Dy] <> [6x?- 6x-12=0 ax (3, 3)| 

(xs alyx=2) 

Obliczamy wartosci funkcji fw punktach krytycznych i na koncach przedziatu (3, 3): 

f(-1) = 10 f-3)=-42 
f(2)=-17 f(3) =-6 

W przedziale (—3, 3) funkcja f przyjmuje wartos¢ najwieksza, r6wng 10, dla argu- 

mentu —1. Natomiast najmniejsza wartos¢ funkcji f w przedziale (—3, 3) jest rowna 

—42 i jest przyjmowana dla argumentu —3. 

Ad b) Funkcja fjest ciagta w przedziale (—1, 2). Mamy: 

ra +3x+2, jeslix <(-1, 0) 
hea 

es —3x+2, jeslixe (0, 2) 

Wyznaczamy pochodng funkcji f- 

[4x + 3x +2) =X Se jesiixten (1.0) 

1 ie 
[Fe -3x+2) =x? —3) jeSlix e€ (0, 2) 

Sprawdzamy istnienie pochodnej funkcji fw punkcie 0. Funkcja fjest ciagta w punk- 

cie 0 oraz 

lim f'(x) = lim (x°+ 3) =3 
x0 x>0 

lim f(x) = lim (x? - 3) =-3 
x0" x0" 

Stad pochodna w punkcie 0 nie istnieje. Punkt ten jest punktem krytycznym. Szuka- 
my pozostatych punktéw krytycznych w przedziale (—1, 2). 

[f'0) =0Axe D,] @ ([9+3=0 x € C4, 0)] v [x2 3=0 rx (0,2)]) 
© x= 3 

Mamy dwa punkty krytyczne. Obliczamy wartosé¢ funkcji fw punktach krytycznych 
ina koncach przedziatu (—1, 2). 
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FC) 2 f(¥3) = (88) 33434 22 a1245) 

f(-1) =-0,75 f(2)=0 

Funkcja fw przedziale (—1, 2) przyjmuje wartos¢ najwieksza rowna 2 (dla argumen- 

tu 0) i wartosé najmniejsza, réwna f (‘/3) (w przyblizeniu —1,245). 

Najwieksza i najmniejsza wartos¢ funkcji w przedziale otwartym 

Przeanalizujmy wykresy funkcji przedstawione na ponizszych rysunkach. Kazda 

z funkcji okreslona jest w przedziale otwartym (a, b). 

1) 2) 

fx) 

y=flx) 

Funkcja na rysunku 1) nie przyjmuje ani wartosci najmniejszej, ani wartosci naj- 

wiekszej. Zbiér wartosci funkcji - zaznaczony kolorem zielonym - jest przedziatem 

otwartym. 

Z kolei funkcja na rysunku 2) przyjmuje zarowno wartos¢ najmniejszq (w punkcie 

x, w ktorym jest minimum lokalne), jak i wartos¢ najwieksza (w punkcie x,, w kto- 

rym jest maksimum lokalne). Zbi6r wartosci funkcji f jest przedziatem domknietym. 
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Na rysunku 3) jest przedstawiona funkcja, ktora nie przyjmuje wartosci najmniej- 

szej, ale przyjmuje wartos¢ najwiekszqa (w punkcie x,, w ktorym jest maksimum 

lokalne). Zbidr wartoSci tej funkcji jest przedziatem prawostronnie domknietym. 

Rysunek 4) pokazuje, ze zbiér wartoSci funkcji okreslonej w przedziale otwartym 

moze byé nieograniczony (w tym przypadku jest to zbior R). Zauwaz, ze funkcja ta 

ma zarOwno minimum, jak i maksimum lokalne. 

Wniosek: Aby sprawdzic¢, czy istnieje najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkcji cig- 

gtej f okreslonej w przedziale otwartym (a, b): 

1) wyznaczamy punkty krytyczne funkcji w przedziale (a, b) 

2) obliczamy wartosci funkcji w punktach krytycznych i granice funkcji na koncach 

przedziatu: 

lim f(x) oraz lim f(x) 
x>a" x>b- 

3) okreslamy - pordwnujac wartosci otrzymane w punkcie 2) - czy istnieje war- 

tosé najmniejsza i wartos¢ najwieksza funkcji w przedziale (a, b). 

Przyktad 1. 

Zbadamy, czy istnieje najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkcji fw podanym prze- 
dziale: 

a) f(x) = a hex (lee ay (-v2, 32} 

b) fOJ=x+—=,  D=(2,0) 

Ad a) 

Funkcja f jest ciagta i r6zniczkowalna w przedziale (-v2, 3V2) 

Wyznaczamy pochodna 

f'(®) =-— x? + 2x Dy, = Dp= (-v2, 3v2) . 
4 

Wyznaczamy punkty krytyczne: 

Lous 
Cee — [Exe —-8)=0Axe (-V2, 2) 

= (x =Ov x = 2v2) 
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Obliczamy wartosci funkcji f w punktach krytycznych i granice na koncach prze- 
dziatu okreslonosci 

f(0)=1 f(2v2) = 

lim f@)=2,75 lim _f(x)=-1,25 
ey x32 

Poniewaz 5> lim f(x) i > hh JCS) 
Xe x33 V2 

wiec liczba 5 jest najwiekszq wartoscia funkcji fw danym przedziale. Natomiast 

ae rie) (x), 
x33V2- 

zatem nie istnieje najmniejsza wartos¢ funkcji fw danym przedziale. 

Rysunek ponizej przedstawia wykres funkcji f. 

Ad b) 
Funkcja f jest ciagta i rozniczkowalna w przedziale (—2, 0). Wyznaczamy pochodna 

funkcji f. 

1 
f'W=1- er D,, = De= (-2, 0) 

Wyznaczamy punkty krytyczne funkcji f- 

it 
(3a [1-= 0 a ra 0| 

x 

= x=—-1 

Obliczamy wartosé funkcji f w punkcie krytycznym i granice funkcji f na koncach 

przedziatu okreslonosci: 

fet ==2 
lim fQs)=-2,5 lim f(x) =—» 
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Poniewaz lim f(x) =—, wiec najmniejsza wartos¢ funkcji w przedziale (—2, 0) nie 
A ss x30" 
istnieje. 

Natomiast —2 > lim f(x) =—2,5, wiec najwieksza wartos¢ funkcji fw danym prze- 
x>-27 

dziale jest rowna —2. Rysunek ponizej przedstawia wykres funkcji f. 

Przyktad a: 

2 | 

Wyznaczymy zbidr wartosci funkcji f(x) = “a 
pane 

Sprawdzamy, czy funkcja fma ekstrema lokalne. 

Ae 1 (2e=8)( 1) = = 8x7) x een 15 

, gdzie D-= Ci 3h: 

Teck I (x +1) (x +1) 

Pee (Kok 15 A 
eer a , D, =(1,8) 

x* + 2x—15 =(x—3)(x+5), 

zatem 

fO=0 Ss (a2) G5) 0 neces (eo) 

XG 

fi) > 0 & [-3) +5) 50 xe (1,8)] © 

> xe (3,8) 2 s 

f'Q) <0 = |C=3) G5) = 0 ere (1,8)]) << 

<> xe (153) 
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Obliczamy: 

f(3) =-2 f(1) =0 
: 7 

Ba Ges, 
Budujemy tabelke 

z 1 (1,3) 3 (na) 
f'@) X - aA 

ee ae 7 fx) 0 minimum r= 

lokalne ah y 

Z tabelki tatwo juz odczytaé, ze wartosci funkcji f maleja od 0 do —2, a nastepnie 

7 fy iO mag 
rosna do 5 przy czym wartos¢ g nie jest przyjmowana. Zatem zbiorem wartosci 

funkcji fjest przedziat (2 Z). 

Sprawdz, czy rozumiesz 

ile 

. Wyznacz najwieksza i najmniejsza wartoS¢ (0 ile istnieja) funkcji f(x) = 

Wyznacz najwiekszq i najmniejszqa wartos¢ funkcji f(x) =—x? + 2x? + 4x w prze- 

dziale (—1, 5). 

. Wyznacz wartosé najwieksza i wartos¢ najmniejsza funkcji f(x) = |x| — 12x 

w przedziale (—2, 4). 

. Wykaz, ze nie istnieje wartos¢ najwieksza ani wartoSs¢ najmniejsza funkcji 

fie -3¥ + x* w przedziale (—3, 4). 

. Sprawdz, czy istnieje wartos¢ najwieksza i wartos¢ najmniejsza funkcji 

f(x) = 0,25x* — 8x? w przedziale (—4, 1). 

x +9 

w przedziale (0, 5). 

. Wyznacz zbior wartosci funkcji: 

atm Selmi a) fx) =x? +x? — 0,5x, jeslixe (2,1) b) f(x) = ee. jeslix € (-2, 0) 

Jy 
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Badanie przebiegu zmiennosci funkcji 

Zdobyta dotychczas wiedza i nabyte umiejetnosci pozwalajg nam przeprowadzi¢ 

badanie przebiegu zmiennosci funkcji. Jego celem jest naszkicowanie wykresu da- 

nej funkcji, a polega na wykonaniu nastepujacych czynnosci: 

1. Wyznaczenie dziedziny funkcji (najkorzystniej zapisa¢ ja w postaci przedziatu 

lub sumy przedziatéw). 

2. Sprawdzenie, czy funkcja ma istotne dla wykresu wtasnosci (okresowoS¢, parzy- 

stos¢, nieparzystosc). 

3. Wyznaczenie - 0 ile istniejg - punkt6w wspdlnych wykresu funkcji z osiami 

uktadu wspoirzednych. 

4. Obliczenie granic funkcji na koncach przedziatow tworzacych dziedzine. Ewen- 

tualne wyznaczenie rownan asymptot wykresu funkcji. 

5. Analiza pochodnej funkcji (wyznaczenie pochodnej, ustalenie jej dziedziny, wy- 

znaczenie jej miejsc zerowych i przedziatow, w ktorych przyjmuje-wartosci do- 

datnie (i ujemne)). 

6. Zbudowanie tabelki przebiegu zmiennosci funkcji. 

7. Naszkicowanie wykresu funkcji. 

W punkcie 6. zbudujemy tabelke przebiegu zmiennosci funkcji, ktora bedzie zawie- 

ra¢ informacje dotyczace tej funkcji. W szczegoélnosSci, jesli ustalimy, ze funkcja jest 

rosnaca (malejaca) w pewnym przedziale, to dla oznaczenia tej wtasnosci bedzie- 

my uzywaé znaku _-¥ GSjak to robilismy w tabeli, kt6ra wystepowata przy 

okazji wyznaczania ekstremow funkcji. 

Przyktad 1. 
eee 

Zbadamy przebieg zmiennosci funkcji f(x) = 2x(x — 1)?. 

1. D-=(-%, 0) 

2. Funkcja fnie jest okresowa, nie jest parzysta ani nieparzysta. 

3. f(x) =0 <= [2x(x- 1)? =0axeD] & (K=0vx=1) 
Punkty wspolne wykresu z osia OX: (0, 0), (1, 0) 

Punkty wspolne wykresu z osiag OY: (0, 0) 

4, lim f(x) = +00 lim f(x) =—o 

Wykres funkcji fnie ma asymptot pionowych ani poziomych. 

Badamy istnienie asymptot ukosnych: 

x xX > tx 

= lim Z(x=1)? =+c0 

Stwierdzamy brak asymptoty ukoSnej. 
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5. W celu wyznaczenia pochodnej zapisujemy wzor funkcji w postaci sumy 

DC) =2x(x— 1)? =) 2X9 = 4x4 Dy 

stad 

f'(X) = 6x? —8x+2 Dy, = Dr 

f'®)=0 @ [6x?-8x+2=0rxeD,] [x=3 va=t) 

[Ay — [6{x-2\ix-1) >0nx ed, SS 

EE [x 5) (a+) 

i (x0 <x e (3-1) 

6. W tabelce zapisujemy punkty, ktére wystapity w dotychczasowych obliczeniach. 

Mamy wiec liczbe 0 (miejsce zerowe), o (miejsce zerowe pochodnej), 1 (miej- 

sce zerowe funkcji fi jej pochodnej) 

off )] 2 (e+ |e x (co, 0) > 3 3” (1, +00) 

x) ar + ss 0 = 0 = 

gee 0 

OF gace 
f&) neha 0 wes roam ™ minimum ie 

Wlealne lokalne 

W tabelce wypetniamy drugi wiersz (dotyczacy pochodnej funkcji), nastepnie wpi- 

sujemy w trzecim wierszu granice funkcji oraz wartoSci dla wskazanych argumen- 

tow funkcji. Ponadto umieszczamy strzatki pokazujace, czy w danym przedziale 

funkcja jest rosngca czy malejaca. 

Na koniec szkicujemy wykres funkcji 
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Przyktad 2. 
EEE 

Przeprowadzimy badanie przebiegu zmiennosci funkcji f(x) = x + heoe 
xX —— 

1. D-= («, 2) U (2, +0) 

2. Funkcja nie jest okresowa, nie jest parzysta ani nieparzysta. 

2 foy=0 «> (Ea2ee4 
x 

rownanie sprzeczne 

Funkcja nie ma miejsc zerowych, nie ma wiec punktéw wspdolnych wykresu z osig OX. 

f(0) =-2, zatem punkt wspolny wykresu funkcji z osia OX ma wspolrzedne (0, —2). 

-0axed) 

Ay lin fx — slim [x +) = +00 lim f(x) =-0o 
X>+00 X—+00 x= x -00 

Wykres funkcji fnie ma asymptoty poziomej. 

lim f(x) =—00 lim f(x) = +00 
x>2° x22" 

Prosta 0 r6wnaniu x = 2 jest asymptota pionowg (obustronna) wykresu funkcji. 

Badamy istnienie asymptoty ukoSnej 0 rownaniu y = ax + b: 

lim AGS) = lim [1+ =. rstad 
x x>+00 xX— 00 x(x pe 2) 

@= il 

F : 4 
lim [f(x) — ax] = lim =0, stad 
X— +00 RB) 36 D 

p= 0 

Asymptota ukosnq (obustronna) wykresu funkcji f jest prosta o rownaniu y = x. 

5. Wyznaczamy pochodna: 

II S 
4 i 4  — x? —4x 

2 (x= 2)" G3} is 

fiXy)=0 2 [x°—4x=0 Ax D,.] > (x= 0Vix= 4) 

f'(x) > 0 <= [xX’-4x > 0Ax € D,] & x € (-~, 0) U (4, 00) 

f'QX) <0 & [X’-4x <0AxED,] © xe (0,2) U (2, 4) 
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6. Budujemy tabelke 

x (00, 0) 0 (OZ) 2 (2, 4) 4 (4, +00) 

fs) 4 0 = X = 0 t 

-2 a. 6 Nee 
jeg | 245 AG maksimum SSA X — minimum le 

—=0 6) 

lokalne lokalne 

7. Szkicujemy wykres 

Przyktad 3. 
De 

Zbadamy przebieg zmiennosci funkcji 

2x-6 4x -12 
+ + 

Nee eee XEe 2) 
TOO = 5) 

Po prawej stronie znaku ro6wnosci mamy sume S wyrazow nieskonczonego ciagu 

: 2 2 
geometrycznego, w ktorym pierwszy wyraz jest rowny (x — 3), a iloraz 5; 

x + 

Suma ta istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy ae < 1. Mamy: 
x+ 

Z y 
<1 << xe (-~,-4) U (0, +00) (sprawdz to!) 

x+2 

Wowczas 

x-3 _ (X= 3)(% +2) 
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Wzor funkcji f mozna zapisa¢ w postaci 

Hear (X= 3)GeE 2) 

1. D-= (2, -4) v (0, +00) 

2. Funkcja nie jest okresowa, nie jest parzysta ani nieparzysta. 

Sa (x) 0 a [ERB on xe D,| pega Gens 

Wykres funkcji f przecina os OX w punkcie 0 wspotrzednych (3, 0) inie ma punktow 

wspolnych z osig OY. 

4. lim f(x) = lim [x-1-5] = +00 lim f(x) =—0o 
X—>+00 X—+00 xX x00 

Wykres funkcji fnie ma asymptoty poziomej. 

TReityaeg es ipso oe lim Ax) = nn ee 
x4 xD-4- X x>0° x>0° Xx 

Wykres funkcji ma asymptote pionowg prawostronna x = 0. 

Badamy istnienie asymptoty ukoSsnej 0 rownaniu y = ax + b: 

lim me) =slinn (1-2-5) =1, skad 
X— 00 Be X— 00 BX X 

Gia 

. 6 
lim [f(x) — ax] = lim [-1 ~ ©) =—-1, skad 
X— +00 X00 Xe 

b=-1 

Wykres funkcji fma asymptote ukosnaq (obustronna) 0 rownaniu y = x — 1. 

5. Obliczamy pochodna: 

, 6 fiQj=1+— Dred, 
fix) >0 oS xeD, 

6. Sporzadzamy tabele: 

x (—00, 4) ae (0, 3) (3, +00) 
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. Szkicujemy wykres funkcji f: 

it 
3 WO WZ deb xx 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

de Na podstawie tabelki przebiegu zmiennosci funkcji f naszkicuj wykres tej 

funkcji. 

x (—oo,—1) | =1 | (—1,.0)7} 0) (0,2) | 2 | (2,4)| 4 (4, +00) 

f'(d + + ~ x + : - 0 - 

fx) ce ON eee x LE OA eS 
0 

. Na podstawie podanych wtasnosci funkcji f sporzadz tabelke przebiegu 

zmiennosci tej funkcji. 

oD--R e D,,=R—{0} 

e f(x) =0<—x=0 e f'(x) =0 Sx € £3, 3} 

e fjest parzysta e f'(x) > 0x & (-~,-3) U (0, 3) 

e lim ie lim fx) =i e f'(x) <0 xe (-3, 0) U (3, +0) 

ee os 
. Zbadaj przebieg zmiennosci funkcji: 

2 

a) f(x) = x3 — 9x? b) f= — 
x-1 

asfo= “* d) fo) =x? + = 

16956455256 
. Zbadaj przebieg zmiennosci funkcji f(x) =x+ —+— +— +—— +... inaszki- 

ana 
cuj wykres funkcji f. Oe ait 
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Zadania optymalizacyjne 

Z zadaniami optymalizacyjnymi spotkates sie juz w dotychczasowej nauce. Istota 

tych zadan jest wyznaczenie najlepszej (optymalnej) wartosci pewnej funkcji (zwa- 

nej funkcja celu) - na przyktad funkcji opisujacej zysk przedsiebiorstwa w zalez- 

nosci od ilosci sprzedanego towaru. W tym temacie pokazemy zastosowanie ra- 

chunku pochodnych do rozwiazywania tego typu zadan. 

Przyktad I : 

Pan Karol - mitosnik koni - chce zbudowa¢ dwa przestronne, przylegajace do sie- 

bie, identyczne boksy dla swoich dwoch koni (zobacz plan bokséw ponizej). Kazdy 

boks ma mie¢ powierzchnie 15 m?i drzwi o szerokoSci 1,5 m. Koszt budowy 1 metra 

biezacego Sciany boksu to 300 zt. Jakie powinny byé wymiary podtogi boks6éw, aby 

koszt budowy Sscian byt najmniejszy? (Wynik podamy z doktadnoscig do 0,01 m). 

Jaki bedzie w6wczas koszt budowy? 

Niech x, y oznaczaja wymiary podtogi boksu (w metrach). 

y Y MeV 

Catkowita dtugosé Scian to 
ye tS m? A'S m? xX 

3x + 4y —-3, 

zatem koszt postawienia Scian to 

shove 
K=300(3x + 4y—3), ale y= — i y21),5, 

wiec i 

K(x)/= 300{ 3x +4423} 
x 

czyli 

18000 
K(x) = 900x + ~900  D,=(0,10) 

Szukamy najmniejszej wartosci funkcji K. Funkcja K jest ciagta w catej dziedzinie. 

18 000 
2 

x 

K'(x) =900 — Dy. = (0, 10) 

K'(x)=0 © (x?-20=0rxeD,) © x= J20 

K'(x)>0 Oo xe (20, 10) 

K'(x) <0 @ xe (0, V20) 
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W punkcie 20 jest minimum lokalne - jest to rowniez najmniejsza wartos¢ funk- 
cji K (dlaczego?). 

Kin (¥20) = 1800 (20 —900 ~ 7150 (zt) 

Ustalamy wymiary podtogi boksu: 

(Air ee Na ae ~ 3,36 (m) 
20 

Podtoga jednego boksu powinna mie¢ wymiary 3,36 m na 4,48 m. Wowczas koszt 

budowy Scian bedzie najmniejszy i bedzie rowny ok. 7150 zt. 

Przyktad 2. 

Pan Marek planuje zbudowanie piaskownicy dla swoich dzieci. Piaskownica ma 

miec ksztatt trojkata prostokatnego i bedzie przylega¢ jednym bokiem do Sciany 

domu. Na wygrodzenie piaskownicy pan Marek dysponuje 6 metrami biezacymi de- 

sek. Jaka dtugos¢ powinien miec bok piaskownicy prostopadly do Sciany budynku, 

aby przy catkowitym wykorzystaniu desek powierzchnia piaskownicy byta mozli- 

wie najwieksza? 

Rysunek ponizej ilustruje sytuacje opisang w zadaniu: 

ase Ray ALA x - dtugos¢ boku piaskownicy prostopadtego 

do Sciany budynku 

6 —x - dtugosé najdtuzszego boku piaskownicy 

y - dtugos¢ boku piaskownicy wyznaczonego 

przez Sciane budynku 

Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy zaleznosc: 

x? +y? = (6—-x)?, 

skad 

y= ~36-12x 

Pole piaskownicy opisuje funkcja 

P(x) = 5x36 Bi2x, oy .D,= (0,3) 

Sprawdzamy, czy funkcja P przyjmuje najwiekszq wartosc. Najpierw zapiszemy 

wzor w dogodniejszej postaci 

eaie [36x F Sy 

czyli 

P(x) = V9x? —3x° 
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Funkcja ,,pierwiastek kwadratowy” (y = AE ) jest funkcja rosnaca, zatem funkcja P 

bedzie przyjmowaé¢ najwieksza wartos¢ tylko w takim punkcie, w ktorym funkcja 

f(x) = 9x? — 3x°, gdzie D,= (0, 3), 

bedzie przyjmowaé najwiekszq wartosc. 

Funkcja f jest ciagta. Obliczamy pochodnga funkcji f: 

f (&)= 18x— 9x’ Dy. = Dr 

f(x) =0 & (18x-9x7=O0Axe Dp) @ x=2 

T(x) >]0 > xe (0; 2) 

fe (XP x en(2773) 

Funkcja fma w punkcie 2 maksimum lokalne f,,,,(2) = 12 ijest to jednoczesnie war- 

tosé najwieksza funkcji { poniewaz 

lim f(x) = lim i =0 

Bok piaskownicy prostopadty do sciany budynku powinien mie¢ dtugos¢ 2 m. 

Przyktad 3. 

Dwie drogi przecinaja sie pod katem prostym w punkcie P (zobacz schemat poni- 

zej). Samochdd S, jadacy droga z zachodu na wschdd ze stata predkoscia 60 km/h 

przejechat przez punkt P o godzinie 12°°. W tej samej chwili drugi samochdd S,, ja- 

dacy droga z potnocy na potudnie ze stata predkoScia 80 km/h, znajdowat sie w od- 

legtosci 50 km od P. O kt6rej godzinie samochody bylty najblizej siebie i jaka byta 

wtedy miedzy nimi odlegtos¢? 

Oznaczmy przez t czas (w godzinach), jaki uptynat od godziny 12°°. Po uptywie tego 

czasu samochdd S, znajdowat sie 60t km na wschéd od punktu P, natomiast samo- 

chod S, znajdowat sie 80t km na potudnie od punktu, w ktorym byt 0 godzinie 12, 

czyli jego odlegtosé od punktu P byta rowna |50 — 80¢). 
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Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do tréjkata PS,S,, mozna za- 
pisa¢, ze 

d(t) = (60) + (50 - sot’, 
gdzie d(t) jest odlegtoscia miedzy samochodami S, i S, w czasie t. Mamy: 

d(t) = 10 V100¢? — 80t +25, D,=(0, +00) 
Szukamy najmniejszej wartosci funkcji y = d(t). W tym celu wystarczy wyznaczy¢é 
najmniejszq wartos¢ funkcji 

f(t) =100¢? —80t+ 25 D,= (0, +0) 

Funkcja fjest ciagta. Obliczamy 

f'(Q =200t-— 80 D,, = (0, +00) 

(ft) = _2 fi(Q=0 2 t= = 

alte One te (24 

fl) <0 ote [0 2) 

r=] 28) Ges lim f(€) = +0», 

wiec funkcja f osigga najmniejsza wartosé w punkcie a Obliczamy odlegtos¢ mie- 

dzy samochodami: 5 

2 2 m a( =| =i r=] =10J/9 =30 (km) 

Samochody beda najblizej siebie 0 godz. 127* i odlegtos¢ miedzy nimi bedzie rowna 

30 km. 

Przyktad 4. 

Na Scianie wysokiego budynku wisi prostokatna reklama, kt6rej wysokoS¢ jest row- 

na 2 m. Dolna krawedz reklamy znajduje sie na wysokosci 5 m od poziomu oczu 

ogladajacego. W jakiej odlegtosci od Sciany powinien stangé ogladajacy reklame, 

aby widziec jq jak najlepiej? 



182 2. Elementy analizy matematycanej 

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku ponizej, ktéry przedstawia sytuacje opisana 

w zadaniu. Punkt P oznacza oko obserwatora. 

A AB|=2m 
bO = 5.1m 

B PC| =x 
<{CPA| =a 

<CPB| =f 
Pp 

Zin, «| y=a-B 
pZ P\ 6 

Reklame bedzie wida¢ najlepiej z tego miejsca, w ktorym kat y bedzie najwiekszy, 

co jest rownowazne temu, ze tangens tego kata bedzie najwiekszy. Korzystamy ze 

wzoru na tangens réznicy katow: 

tga -—tg Pp 

1+tga-tgB 
tgy =tg (a—B)= 

Ale tg a= ih itgp= ox stad 
x x 

Zbadamy, w jakim punkcie funkcja 

ox 
x)= ; D,.= (0, +00), FO) ee = (0, +00) 

przyjmuje wartos¢ najwieksza. Funkcja fjest ciagta. Mamy: 

—2x* +70 
‘(x) = —— Dead: 

fs) (x? +35) inte 

f'(x) =0 © x= V35 

fi) >0oxe (0,35) 

fiX) <0 xe (V/35, +00} 

ARES ars eee 
Funkcja f przyjmuje wartos¢ najwieksza w punkcie V35. 
Ogladajacy powinien stana¢ ok. 6 m od Sciany budynku, zeby jak najlepiej widzie¢é 
reklame. 
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Przyktad 5. 
De 

Dla jakich wartosci parametru m, m € R, suma dwéch réznych rozwiazan rownania 
G) (m? — 1)x* —2x+0,25=0 
jest najwieksza? 

Aby istniaty dwa rézne rozwiazania rownania (*), speInione musza by¢ tacznie wa- 
runki 

m*—140 i 4—(m*-=1)>0, 

co zachodzi wtedy, gdy 

me (v5, -1) Clete (1, V5) 

Ze wzorow Viete’a wynika, ze jesli x,, x, sq rozwiazaniami réwnania (*), to 

2 

Ma 
Zbadamy istnienie najwiekszej wartosci funkcji 

2G SEG = 

f(m)= a - Ds (-V5, -1) UG4,)U (1, v5) 

Funkcja fjest ciagta oraz 

—4m 
= ——__ Dye =9») Fel ti im — 1) 7 = Dy 

(nt) = 08 m= 0 

f'(m) >0 <> me( Als 1)U( 1, 0) 

film) <0 © me (0,1) U(1, V5) 

fO)=-2 im. fm) = lim fm) = 045 
m>vV5_ 

linve jf (m7) lim f (im) = Foo lim, f(m) = lim f(m) = 200 
m>-1- m1" m>-— m—-> 

Zatem w punkcie 0 jest maksimum lokalne, ale nie jest przyjmowana wartoSs€¢ naj- 

wieksza funkcji. Aby utatwi¢ analize otrzymanych wynik6ow, zbudujmy tabelke 

przebiegu zmiennosci funkcji 
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m | (-V5,-1) | -1 | (1,0) 0 (0,1) | “er sCeys) 

f'n) + X : 0 2 X -- 

| +00 —2 +00 

f(m) ah x. ee maksimum sy aes Est 
0,5 lokalne OES 

Nie ma takiej liczby m, dla kt6rej suma dwoch réznych rozwiazan réwnania (*) by- 

taby najwieksza. 

Przyktad 6. 

Pewien zaktad produkuje ozdobne okucia do drzwi. W ciagu tygodnia moze wy- 

produkowaé do 300 okué¢. Koszt (w ztotych) wyprodukowania x okué (w ciagu ty- 

godnia) wyraza funkcja K(x) = 0,002x° + 5x + 2916, D, = (0, 300). Cena sprzedazy 

1 okucia zalezy od liczby x sprzedawanych kontrahentowi sztuk. Opisuje ja funkcja 

c(x) = 150=0,1x, D-= (0,300). 

a) Przy jakim poziomie tygodniowej produkcji Sredni koszt wyprodukowania oku- 

cia jest najnizszy? 

b) Przy jakim poziomie sprzedazy zaktad osiagnie maksymalny tygodniowy do- 

chéd? 

Ad a) Jesli K(x) oznacza koszt wyprodukowania x oku¢, to sredni koszt jednego oku- 

cia opisuje funkcja 

K(x) 

x 
k(x) = , czyli 

2916 k,(x) = 0,002x2 + 5 + D,, = (0, 300) 

Wyznaczymy najmniejsza wartos¢ tej funkcji. Funkcja k, jest ciagta. Mamy: 

: 2916 
k' (x) = 0,004x — <> D,. = (0, 300) 

X 1 
? yA 

KR ay=0 = x=90 

k(x) > 0 = xe (90, 300) 

k(x) <0 = xe (0,90) 

W punkcie 90 jest minimum lokalne. Latwo zauwazyé, ze jest tam rdwniez naj- 
mniejsza wartos¢ funkcji k,. 

Sredni koszt wyprodukowania okucia jest najnizszy wtedy, gdy zaktad wyproduku- 
je 90 okué w ciggu tygodnia. 
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Ad b) Dochdd f(x) jest roznica miedzy wartoscig sprzedazy x oku¢: x - c(x) a kosz- 
tami ich produkcji: K(x). Tak wiec 

f(x) =x + c(x) — K(x) = x(150 — 0,1x) — (0,002x3 + 5x + ZO) 

f(x) =-0,002x? — 0,1x2+145x-2916 _D,=(0, 300) 

Szukamy liczby x, dla ktorej funkcja D przyjmuje najwieksza wartoS¢. 
Funkcja D jest ciagta oraz 

f'() =-0,006x?-0,2x+145 Dy, = (0, 300) 

f'(x) =0 => -0,006x?—-0,2x+ 145=0 

NS eS 

Kp 139,63 een 873 01 ie, 

Ode 0h xe(0,x,) 

f'(®) <0 © xe (x, +) 

lim f(x) =—2916 lim f(x) =~ 

W punkcie x, jest maksimum lokalne. Poniewaz x, nie jest liczba catkowita, wiec 

sprawdzamy wartosci funkcji fdla dwoch liczb catkowitych ,,sasiadujqacych” z x,. 

AL39)9935,67 f(140) = 9936 

Zaktad osiagnie maksymalny tygodniowy dochdd, jesli sprzeda 140 okué. 

UWAGA: Zauwaz, ze w przyktadzie 6. dziedziny rozpatrywanych funkcji sa prze- 

dziatami liczbowymi, mimo ze nas interesujqa tylko liczby catkowite z tych przedzia- 

tow. Przyjecie takiego modelu umozliwia zastosowanie metod rachunku pochod- 

nych w rozwigzaniu zadania (czyli jest istotnym utatwieniem, a nie utrudnieniem). 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Pewna firma przewozi matg ciezar6wka towar z miasta A do miasta B. Oba te 

miasta taczy autostrada, po ktorej wolno sie porusza¢ z predkoScig nie mniej- 

szq niz 50 km/h i nie wiekszq niz 140 km/h. Firma obliczyta, ze jesli cieza- 
2 

De erat 
rowka jedzie z predkoscia x km/h, to zuzycie paliwa wynosi 10 + an litrow 

na godzine. Odbiorca towaru placi kierowcy 30 zi za godzine jazdy i zwraca 

mu koszt paliwa na trasie z A do B. Zatézmy, ze cena 1 litra paliwa jest row- 

na 5 zt. Oblicz, jaka jest optymalna Srednia predkos¢ ciezarowki, przy ktorej 

koszt ponoszony przez odbiorce jest najmniejszy. 
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Wektor w uktadzie wspoltrzednych. 

Wspolrzedne Srodka odcinka 

W tym temacie powtérzymy i uzupetnimy wiadomosci z klasy pierwszej dotyczace 

wektora w uktadzie wspotrzednych. 

Jesli w uktadzie wspotrzednych sq dane punkty A(x,, y,) i B(X,,Y,), to wektorem AB 

nazywamy uporzadkowang pare liczb [X,— X4, Yp—Ya]- 

Liczby x,—X,i¥z,—Y,Sa wspotrzednymi wektora AB. Znajac wspotrzedne wektora, 

mozemy obliczy¢ jego dtugosc. 

Przyktad 1. 
CEES 

Dane sq punkty: A(—3, 1) i B(2, 4). Wyznaczymy: 

a) wspotrzedne wektora AB b) dtugos¢ wektora AB. 

Przedstawimy wektor AB w uktadzie wspoirzednych. 

Ad a) 

AB=[2=(3),4=-1]=15,3] 

Ad b) 
> oe x |AB| = V5° +3? = J25+9 = 34 

Jak zapewne pamietasz, dtugos¢ wektora AB jest row- 

na dtugosci odcinka AB, czyli |AB| = |AB\. 

Dwa wektory nazywamy wektorami rownymi wtedy, gdy ich odpowiednie wsp6t- 

rzedne sq rowne. 

Wektorem zerowym nazywamy wektor, ktorego obie wspotrzedne sa rdwne zeru. 

Wektor ten nie ma okreSlonego zwrotu. 

Przyktad 74s 

Dane sq punkty: A(—3, 1), B(2, 4), C(-1, -2). Wyznaczymy wspotrzedne punktu 

D(Xp, Yp), dla kt6rego wektory ABiCD sa rowne. 

CD = AB CD =[xy—(-1), yp- (-2)] ABS |5,3] 
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Poréwnujemy wspoirzedne obu wektorow 

G1) =o 4 ¥p-C2)=3 

Xp=59+ (1) =4 A yp=3+(-2)=1 

Wektory ABiCD sq rowne wtedy, gdy D(4, 1). 

W klasie pierwszej poznates cechy wektoréw réwnych. Przypomnijmy je: 

Twierdzenie 1. 
=S 

e¢ majq te same zwroty ai 

* majq taka sama dtugosé. w 

. . = . v2 xe . on 

Jesli wektory niezerowe ui w sq rdéwne, to wektory u i w: u 
° sa rdwnolegte Beeera 

Prawdziwe jest rowniez twierdzenie odwrotne do twierdzenia 1. 

Twierdzenie 2. 
> U8 

Jesli wektory niezerowe u i w sq rownolegte, maja te same zwroty i taka sama 

dtugos¢, to wektory ui w sq rowne. 

W klasie pierwszej poznates nastepujace dziatania na wektorach: mnozenie wekto- 

ra przez liczbe, dodawanie wektoréw i odejmowanie wektorow. 

Jesli istnieje liczba a,a #0, dla ktorej 

u=a-w, 

i wektory uiw sq niezerowe, to wektory uiw nazywamy wektorami rowno- 

legtymi. 

Przyktiad 3. 
Rice 

Pomnozymy wektor u = [1, 3] przez liczbe —2. 

(-2)- w=-2- 1,3] =[€-2)- 1,2) -3]=[-2,-6] 
Wektor (—2) - u jest rownolegty do wektora Uu. 

Przyktad 4. 
ME 4 tl ath 

Dane sq wektory u = [-1, 3] i w= [-4, 1]. Wyznaczymy wektor u + w. 

u+w=(-t, 3)+[-4,1]=L5, 4] 

Suma wektor6w uiw jest wektor [-5, 4]. 
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Wektory sa przeciwne wtedy, gdy ich suma jest wektorem zerowym. 

u+w=[0, 0] 
Wektorem przeciwnym do wektora zerowego jest wektor zerowy. 

Przyktad 5. 

Wyznaczymy wektor w, przeciwny do wektora ie Lak 

[1, 3] + w =[0, 0] 

age 25 

Twierdzenie 3. 
> > 

Jesli wektory niezerowe u i w sq przeciwne, to wektory 

¢ sa rownolegte 

e maja przeciwne zwroty 

e maja taka samq dtugosé. 

Zauwaz, Ze 
> aca 

w=-l-u 
> > 

Wektor przeciwny do u oznaczamy jako —u. 

Mozna udowodni¢ twierdzenie odwrotne do twierdzenia 3. 

Twierdzenie 4. 
> 

Jesli wektory niezerowe uiw sa rdéwnolegte, maja przeciwne zwroty i taka sama 
=> 

dtugosé¢, to wektory u i w sq przeciwne. 

Omowimy jeszcze odejmowanie wektordow. Odjaé od wektora u wektor w, to znaczy 

dodaé do wektora u wektor przeciwny do wektora w. 

Przyktad 6. 
Ee at 7 on 2 

Dane sq wektory u = [1, 3] i w= [-5, 1]. Wyznaczymy wektor u — w. 

> os 

u-w=u+(-w)=[1,3]+[5,-1] =[6, 2] 

Réznica wektoréw u—w jest wektor [6, 2]. 
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W ponizszym uktadzie wspotrzednych wektor u = [1, 3] ma poczatek w punkcie 

O(0, 0) natomiast wektor w = [—5, 1] ma poczatek w koncu wektora Uu, czyli w punk- 

cie A(1, 3). Punkt B jest koncem wektora w. Punkty C, D, E maja wspotrzedne C(6, 2), 
D(-1, -3), E(-2, -6). 

Wowczas: 

OB=u+w 

OD =-u 

OE =-2 u 

AC =—w 

0C=u-w 

Korzystajac z dziatan na wektorach, obliczymy wspoirzedne srodka S odcinka AB, 

w zaleznosci od wspotrzednych koncow tego odcinka A, B. 

Zatozmy, ze dane sq rozne punkty A(x,, V,) i B(X_, Vp). Wspoirzedne srodka S odcinka 

AB oznaczmy odpowiednio przez x,i y;. Rozpatrzmy wektory AS i SB. Naszkicujmy 

odpowiedni rysunek (dla zwiekszenia czytelnosci pominiemy osie uktadu wspdt- 

rzednych). 
rere B(Xp, Ve) 

S(X5, Ys) 
A(X Va) 

Wektory te sa rownolegte, maja takie same zwroty oraz taka samq dlugoS¢, wiec sq 

rowne 

Wo SB 
Poniewaz 

SB = [Xg—X9Y_—Ysl, — AS = [Xs—XyVs—Yal 

wiec 

X5— X,=Xp— Xz a a Age) Ba) s 

BETAS E MSP A Dia Van] eA 

tet Xe = tds 
Xo= 2 aN Vs D 

Zatem s{ ue ne Ye), 

Udowodnilismy nastepujace twierdzenie. 

189 
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Twierdzenie 5. 

Srodkiem odcinka AB, gdzie A(x,, V,), B(Xp,Y,), jest punkt s( 
X, + Xp Ya, + Vp ; 

Dips 22 

Przvktad 7. 

Konicami odcinka AB sq punkty A(-4, —1) i B(12, 7). Wyznaczymy punkt P nalezacy 

do odcinka AB, dla kt6rego |AP| : |PB| = 3: 1. 

Naszkicujmy rysunek pomocniczy, na kt6rym P jest szukanym punktem, a S oznacza 

$§rodek odcinka AB. 
B(12, 7) 

A(-4, -1) 
I sposéb : 

Zauwazamy, ze punkt P jest Srodkiem odcinka SB. Zatem najpierw wyznaczamy 

wspoirzedne punktu S (Srodek odcinka AB), nastepnie wspotrzedne punktu P (Sro- 

dek odcinka SB). 

(ae = “), czyli S(4, 3) 

°[*. 327), czyli P(8, 5) 

Punkt P ma wspotrzedne (8, 5). 

Il spos6b 

Warunek |AP| : |PB| = 3 : 1 jest rownowazny rownosci 

AP =3-PB 
Przyjmujemy oznaczenia P(x,, yp) i otrzymujemy 

AP = [xp— (4), Yp— (-1}| = [xp+ 4, Yp+ 1] 

PB=[12—x»7—yp], wiec 3-PB=[36—3x, 21—3y,] 

Réwnoésé wektoréw AP i 3 - PB oznacza rownos¢ ich odpowiednich wspoirzednych, 
wiec 

Xpt+4=36—3Xp A Ypt 1=21-3y, 

Xp=B Av Vo=0 

Punkt P ma wspolrzedne (8, 5). 

Rozwiazanie drugie okazato sie troche dtuzsze od rozwigzania pierwszego, nato- 
miast jest ono bardziej uniwersalne. 
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Przyktad 8. 

Wyznaczymy wierzchotki C, D rownolegtoboku ABCD, wiedzac, ze A(-3, =1) baal) 
oraz znajac punkt S(2, 4) przeciecia przekatnych tego réwnolegtoboku. 

Przyjmujemy oznaczenia C(x, y,), D(Xp, yp) i szkicujemy rysunek. 

D(Xp Yo) C(Xo Ve) 

Ale) B(S, 1) 

Punkt S jest Srodkiem przekatnej AC. Zatem z ostatniego twierdzenia wynika, ze 

3 + X ae 1+ Ve 4 
B Z 

Re NV e= 9, wiec C(7,9) 

Punkt S jest r6wniez Srodkiem przekatnej BD, stad 

Bit Vy Lay 
2 2 

al A \Vp=/, wiec D(-1, 7) 

=4 

Szukane wierzchotki r6wnolegtoboku to: C(7, 9) i D(-1, 7). 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Dla jakich wartosci parametréw m oraz n wektory foe [2m+3,n-—6] 

iw=[m-—5,3-2n] sa: 

a) rowne b) przeciwne? 

2. Dane sa wektory u =[- a 1), We [6,- —2] oraz, punkt B(7, 1). Oblicz wspdtrzed- 

ne punktu A, wiedzac, ze AB = 05° es 

3. Punkt S(—1, 3) jest Srodkiem w pewnej symetrii Srodkowej. 

a) Znajdz wspotrzedne punktu A,, bedacego obrazem punktu A(-6, 4) w tej 

symetrii. 

b) Oblicz wspétrzedne punktu B, ktorego obrazem w symetrii srodkowe} 

wzgledem punktu S jest punkt B,(—3, —1). 

4. Odcinek AB 0 konficach A(—5, —5) i B(5, 0) podzielono na pie¢ odcinkéw réwnej 

dtugosci. Oblicz wspotrzedne punktow podziatu. 

5. Oblicz wspéltrzedne Srodka ciezkoSsci trojkata ABC, jesli A(-4, —4), B(O, 4), 

C(—5, 6). 
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Kat miedzy niezerowymi wektorami 

Dwa niezerowe wektory uivo wspolnym poczatku wyznaczajq na ptaszczyznie 

dwa katy uzupeiniajace sie do kata petnego. Jeden z tych katow bedziemy nazywa¢ 

katem miedzy wektorami u i v. 

Definicja 1. 

Niech dane bedg niezerowe wektory u i v. 

Katem utworzonym przez dwa wektory u i v (katem wektorow u i v) nazy- 

wamy kat wypukty AOB, gdzie OA 2 LOR. Kat ten oznaczamy symbolem 

a(u, v). 

Kat utworzony przez dwa niezerowe wektory u i v przedstawia ponizszy rysunek. 

Ww 
u 

A 

ee ae OA=u, OB=v 
- <AOB = <(u, v), a=|<(u, v)| 

Dwa niezerowe réwnolegte wektory u i v majace zgodne zwroty tworza kat 0 mie- 

TZe0% 

Dwa niezerowe rownolegte wektory u i v majace zwroty przeciwne tworza kat 

o mierze 180°. 

Twierdzenie 1. 

Dwa niezerowe wektory u = [u,, up], v = [V,, v,| tworza taki kat a, ze 

UV, + ULV. ; UV, — U,V 
sel Cote sina= |u,V, »V,| 

Yen tan ae erie 2 5 ee ie 
Jui + Uy Vv’ +T V~ Ju’ ap Ue aN ar UE 

COSA = 

Dow6od: Niech u = [u,, uy], v = [v,, v,] beda niezerowymi wektorami, takimi ze 

la(u, v)| =a. 

Najpierw rozwazmy przypadek, w ktorym wektory wyznaczaja trojkat, czyli 
a € (0°, 180°). 



Kat miedzy niezerowymi wektorami 193 

v 7 — eee > >. 

A=u, OB=v, a=|<(u, v) 

EX A = > 3} 

O U BA=u-v 

Z twierdzenia cosinus6éw dla trojkata ABO mamy: 

|AB|? = |OA|? + |OB? — 2 - |OA| - |OB| - cos a, skad 

lol +oB’ -|ABl 
cosa= , gdzie 

2 -|OA| -|OB| 

joal= Jub + fopl= Vivi lal = J(u, -v,) +(u, -v,) 
Otrzymujemy: 

2 2 2 
2 2 2 2 2 2 (Jui +2 | +(Wvi tv) -| (u, —v, ) +(u, =v.) | 

COSe— 
2 2 2 2, Ze) Cee Vacs 

u; +u; +Vv, +Vv, -(u, 7 | Se 
cOsSa= 

Z Zz 2 ia 
2+./u, tu; -4/V, +V, 

2 iz 2 2 ZA 2 2 cc eat Va Vos UL, eet VV, —U, + 2UV, — V5 

2 2 2 2 De 425 ie +h V5 

24 U,V, + UV. 
cos a= ave ia) 

Z 2 2 2 CNUs ll Al Veet 

U,V, + U,V, 
0S C= 

2 2 o 2 af, FU iV, + V; 

Teraz korzystamy z ,,jedynki trygonometrycznej”, aby wyznaczy¢ sin a. Mamy: 
2 

cos @= 

U,V, + U,V, 
Sina a : 

2 Zz 2 
ju, + Uy {Vy +V; 

pase? Vapey UEV, of ZU, Vib, + USV, 
2 2 2 2 (uz + us )(vi +) 

ase eee eo ihe fs Zee vise 
(uiv; tL V5 + UV, Va) UV, CU ULV. V5 + uv; ) 

2 2 2 2 (uz +u; \(v; +7) 

2 7 Bee 
U,V, — 2U,U,V,V, + UV, 

2 2 2 2 
(u; + U, \(v; ot v3) 

sino aL 

Sino 

Sind = Gzyilee sin-@ = , 
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Poniewaz a € (0°, 180°), wiec sin a > 0; stad 

(uv, — U,V, y 

(u; + ue \(v; + v;) 

|u,V, = u,v, | 

Jur tus -/vi +5 

Teraz sprawdzimy, czy udowodnione wzory sq prawdziwe wtedy, gdy a = 0° oraz 

a = 180° (czyli w przypadku, gdy wektory sq rownolegte). Wowczas dla pewnej licz- 

by rzeczywistej k mamy: 

Sin @= 

Shemeae 

u=k-v (k> 0; jeslia =0° oraz, k< 0,yeslia.=180-); zatem 

[u,,u,)=k- [v,, V2], czyliu,=k-v, i u,=k-v,. 

Mamy: 

|u,V. — U,V, | ae aaM 

ae +us -/ve +V5 (kv + (kv,) IV, +V5 

Z drugiej strony wiemy, ze jeslia = 0° lub a@=180°, to sina =0. 
2 2 

U,V, + UV, kv; + kv; k (v; 5s v;) k 
cos a= 2 a ale 

Zine ape: : 
ju + U, [vi TV; | (v; +v;) lk (v; +v;) i 

sina= 

ee k 
jeslic—= 070 ke. 01 coscr— a? = 1; z drugiej strony cos 0° = 1. Jeslia@=180°, tok<0 

k 
cosa — a =-1; z drugiej strony cos 180° =-1. 

Zatem wzory sa prawdziwe dla kazdego kata wypuktego utworzonego przez nieze- 
> - 

rowe wektory u i v. 

Przyktad 1. 

Wierzchotki trojkata ABC maja wspolrzedne: A 

(2 36) 

2x8 S310 SENG 
, B(O, 0), : | (0, 0) 

(ee 

Obliczymy: 

a) miary kat6w trdjkata ABC, 

b) pole tréjkata ABC, 

c) promien kota opisanego na tréjkacie ABC. 
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Ad a) Obliczamy wspdirzedne i dtugosé wektoréw: ABi AC oraz BA i BC. Mamy: 

26 - 32 ss : — =| Sec we 
2 2 a 

|AB| = eae 2v6 | (¥) =V12-6N3 = |(3- V3) =|3- v3|=3- v3 

ae-| 38 2IG=3y2 Ses 

a= |0- 

24 

Z Z 2 2 

iac|= |(-V6)' + (V6) = a2 =28 
2/6 -3v2 4 = 

iz 

ef 8] (CA -a 
Zauwaz, ze |BC| > |AC| > |AB|. Obliczamy cosinusy kat6w: <CAB oraz <ABC. Oznacz- 

my: |<{CAB| =a, |<ABC| = 8. Mamy: 

3V2 - 2/6 V6 
(6): 2 Je fay ue 

Cle SSS SSS SS ips wiec a= 120° 
23 -(3- V3) 2-(3y3 -3) oe 

iranian 

BA) -|a8|=3 — 3 Ba = b= | 

COS) = ‘ § J. =3y3 +9 za 
+ (3-V3)-3v2 (3-V3)-3v2 

3(3-v3) a 

- (3-3)-3v2 2 

Obliczamy miare trzeciego kata w tréjkacie ABC: 

180° — (120° + 45°) = 15° 

Miary katow tréjkata ABC sq rowne: 120°, 45°71 15°. 

PCZyEp = 45° 

1 : 
Ad b) Pole tréjkata ABC obliczamy, korzystajac ze wzoru Paste 5 - |AB| - |AC|- sina. 

Mamy: iG 
a3 1 (3_8).28 ee) oe 
2 

Pole tréjkata ABC jest rowne 1,5(3 - V3}. 

Pagc= 
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Ad c) Promien R kota opisanego na trdjkacie ABC obliczymy, korzystajac z twier- 

dzenia sinusow. 

ical _ 3v2_ _ og 

x 2sina 5 4B 

a 
Promien kota opisanego na trdjkacie ABC jest rowny Ve. 

Dwa niezerowe wektory ne [uate i v= [v,, V,] bedziemy nazywa¢ wektorami 

prostopadtymi (ut v) wtedy, gdy kat miedzy tymi wektorami bedzie prosty. 

Wowczas 

cos(<(u, v))=0, czyli ee = 0, skad 

(*) u,v, +u,v, =0 

I odwrotnie: 

Jesli wspotrzedne niezerowych wektor6w uiv spetniaja warunek sty to znaczy, 

ze cosinus kata miedzy tymi wektorami jest rowny 0, czyli wektory uiv sa prosto- 

padte. Zauwazmy, ze warunek (*) bedzie spetniony rdwniez wtedy, gdy co najmniej 
> 35> 

jeden z wektoroéw u i v bedzie wektorem zerowym. Mozna wiec rozszerzy¢ okre- 

Slenie prostopadtosci wektoréw na przypadek wektora zerowego, przyjmujac, ze 

wektor zerowy jest prostopadty do dowolnego wektora. 

Podobnie, jesli dwa niezerowe wektory u i v sa rownolegte (u || v), to 

sin(<(u, v)) =(rezyil AY eh =0, skad 
[u|-|v | 

(**) uyv2—Unv,=0 

I odwrotnie: 

Jesli wspotrzedne niezerowych wektor6w uiv speiniaja warunek (**), to znaczy, ze 

sinus kata miedzy tymi wektorami jest r6wny 0, czyli wektory uiv sa rownolegte. 

Zauwazmy, ze warunek (**) bedzie spetniony r6wniez wtedy, gdy co najmniej jeden 

z wektorow u i v bedzie wektorem zerowym. Mozna wiec rozszerzy¢ okreslenie 

rownolegtosci wektoréw na przypadek wektora zerowego, przyjmujac, ze wektor 

zerowy jest rownolegty do dowolnego wektora. 

Prawdziwe jest twierdzenie. 

Twierdzenie 2. 

Jesh w= U7 li Vey, ve tos 
> > > > 

ajulv > u,v,+u,v,=0 b)ullv@ u,v,—u,v, =0 
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Przyktad 2. 

Wykazemy, ze czworokat ABCD, gdzie A(1, 1), B(—4, -2), C(-7, -7), D(-2, —4), jest 
rombem. 

Wystarczy pokaza¢, ze: 

1° przekatne AC i BD czworokata ABCD przecinaja sie w punkcie, ktory dzieli je na 
potowy 

2° przekatne czworokata ABCD sa prostopadte. 

Ad 1° Niech S,. oznacza srodek przekatnej AC, 5, — Srodek przekatnej BD. Oblicza- 
my: 

on nih i u “£2 , czyli Sye(-3, -3) 

Ss ae Be ; wz oS) VEZYM Se (3, 3), Wiec 

tye 

Przekatne czworokata ABCD przecinaja sie w punkcie, ktory dzieli je na potowy; 

czworokat jest wiec rownolegtobokiem. a ie 

Ad 2° Obliczamy wspotrzedne wektoréw AC i BD. 

Wome a7 a7 = T1258, 0) 

BD = [-2-(-4), -4 —(-2)] = [2,-2] 
Korzystamy z twierdzenia 2b. 

—8 - 2+ (-8) - (-2) =-16+ 16=0, zatem 

AC L BD 
Przekatne rownolegtoboku sq prostopadte, wiec ten rownolegtobok jest rombem. 

SprawdzZ, czv rozumiesz 

1. Oblicz cosinusy kat6w wewnetrznych trdjkata ABC, jesli A(1, -1), B(6, 4), 

C(-5, 2). 

2. Dane sq wektory u =[-2a+5,a+2]i v= [2a—1,3a+ 6], gdzie a € R. Wyznacz 

wartos¢ parametru a tak, aby wektory uiv byty rownolegte. 

3. Dane sa wektory u = [3b —4, b] i v= [-2b + 3, b + 2], gdzie b € R. Wyznacz 

wartos¢é ea b tak, aby wektory uiv byty prostopadte. 

4. Davie sq WeBLOry te [—5, 3], Ve [2, -1], D = [1, 4]. Wykaz, ze jesli wektory 

uta-vi D sq prostopadte, to a = 3,5. 
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Rownanie kierunkowe prostej 

W klasie drugiej dowiedziates sie, ze wz6r funkcji liniowej jest rownaniem pewnej 

prostej na ptaszczyznie. Rownanie to ma posta¢: 

V=axa b 

Wspotczynnik a nazywamy wspotczynnikiem kierunkowym, wspotczynnik b — wy- 

razem wolnym. W rozdziale 2. zdefiniowalismy rownanie kierunkowe prostej. Przy- 

pomnimy te definicje i oméwimy teraz szczegdtowo zastosowanie tego rownania. 

Definicja 1. 

Rownaniem kierunkowym prostej nazywamy réwnanie majace posta¢ y = ax + b. 

Wiesz juz, ze wspotczynnik kierunkowy okresla kat nachylenia prostej do osi OX 

(mowiac doktadniej: jest rowny tangensowi kata nachylenia prostej do osi OX), na- 

tomiast wyraz wolny wyznacza punkt przeciecia prostej z osia OY. 

a=tga a=tga 

dei Oe)(0-- 90") a= 0,..@ & (902, beur) 

Szczegolnym przypadkiem réwnania kierunkowego jest rownanie majace posta¢é 

y=b (a=0). Rownanie to opisuje prosta rownolegta do osi OX. Przyjmujemy, ze 

prosta opisana tym rownaniem jest nachylona do osi OX pod katem 0°. Wéwczas 
mamy: 

q=t2 0°=0 

Wyznaczymy rownanie prostej, wiedzac, ze wspotczynnik kierunkowy tej prostej 
jest rowny a i do jej wykresu nalezy punkt 0 wspdtrzednych (x,, y,). 

Szukane rownanie prostej mozemy zapisa¢ nastepujaco: 

y=ax+b 
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Wyliczamy b. 

Y,=ax,+ b, skad 

b=y,—ax, 

Zatem 

y=ax+y,—ax, 

Rownanie to wygodnie jest zapisa¢ w postaci 

Y—Y,=a(x—x,) 

Wniosek: Rownanie prostej, ktorej wspotczynnik kierunkowy jest rowny a i do kto- 

rej nalezy punkt 0 wspotrzednych (x,, y,), mozna zapisa¢ w postaci 

Y—Y,=a(x-x,) 

Przyktad 1. 
Ei 

Napiszemy réwnanie prostej nachylonej do osi OX pod katem 135° i przechodzacej 

przez punkt o wspolrzednych (5, —7). 

Obliczamy wspotczynnik kierunkowy. 

tg 135° = tg(180° — 45°) =-tg 45° =-1 

Stosujemy wz6r z ostatniego wniosku. 

Wie) ) = 1 (X59), 
czyli 

V7 =xX+5, 

skad 

vy>=-x—2 

Szukane rownanie prostej jest nastepujace: y =—x — 2. 

Omoéwimy teraz r6wnanie prostej przechodzacej przez dwa punkty o wspotrzed- 

nych (x,, V;) i (X,Y), gdzie x, # xX, (warunek x, # x, znaczy, ze rozpatrywana prosta 

nie jest r6wnolegta do osi OY). 

Wspotczynnik kierunkowy prostej — jak zapewne pamietasz z klasy drugiej — jest 

rowny 

SBE 

X,—Xy 

Stosujemy réwnanie prostej z ostatniego wniosku i otrzymujemy: 

ey) 
X,— X, 
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Wniosek: Réwnanie prostej przechodzacej przez dwa punkty 0 wspotrzednych 

(x¥1) i (X» V2), Bdzie x, #X,, mozna zapisac w postaci 

ae a 
VY ae a) 

X, — Xy 

Przyktad 2. 

Wyznaczymy réwnanie prostej przechodzacej przez dwa punkty o wspdirzednych 

(—12, 15) i (-14, 35), a nastepnie wyznaczymy kat nachylenia tej prostej do osi OX 

(z doktadnoSscig do jednego stopnia). 

Obliczamy wspotczynnik kierunkowy prostej. 

35-15 20 
= = -10 

Peed) 

Zapisujemy rownanie prostej, korzystajac z drugiego wniosku. 

y—15 =-10[x - (-12)], 

skad 

y-15=-10(x+ 12) 

y-—15=-10x-120 

y=-10x-—105 

Wyznaczamy kat a nachylenia prostej do osi OX. Wiemy, ze 

teq@=—10 

Zatem a jest katem rozwartym. Szukamy najpierw (w tablicach lub za pomocga kal- 

kulatora) takiego kata ostrego @,, dla kt6rego 

tga,=10 

Otrzymujemy 

a, ~ 84° 

Zatem 

a@=180°=a,, 

czyli 

a~96° 

Szukanq prosta opisuje rownanie y = —10x — 105. Jest ona nachylona do osi OX pod 
katem ok. 96°. 

Przyktad So. 

Wyznaczymy rownanie prostej / przechodzacej przez punkt A(—6, 7), ktora tworzy 
z osia odcietych kat o mierze dwa razy wiekszej od kata, jaki tworzy z ta osia prosta 
ko rownaniu y = 2x + 9. 
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Prosta k jest nachylona do osi OX pod takim katem a, ze tg a = 2. Prosta | tworzy 
z osia odcietych kat f, gdzie 6 = 2a. Obliczymy wspétczynnik kierunkowy prostej /, 
korzystajac ze wzoru: 

Tee ase 

Th 8) 

Mamy: 

Ze 4 
[Ole ee ee 
BP 1-2? 3 

Rownanie prostej / mozemy zapisa¢ w postaci 

4 
=-—x+b 

ff 3 

Punkt A(-6, 7) nalezy do prostej /, wiec 

4 
= BE (-6) +b, skad 

b=-1 
ee ae 4 

Szukang prosta opisuje rownanie y = a x-1. 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Wyznacz rownanie kierunkowe prostej przechodzacej przez punkt P(—1, 1) 

i nachylonej do osi OX pod katem: 

a) 45° b) 30° c) 60° 

2. Wyznacz rownanie kierunkowe prostej przechodzacej przez punkt P i nachy- 

lonej do osi OX pod katem @, jesli: 

a)'P(2,—4); @ =120° b) PEL 77a = 150° C)P(3,5) ite =—2: 

3.. Wyznacz réwnanie prostej / przechodzacej przez punkt P(—5, 16), ktora two- 

rzy z osia odcietych kat o mierze dwa razy wiekszej od kata, jaki tworzy z ta 

: ; , 2 
osia prosta ko rownaniu y= ae =1. 

4. Dwa wierzcholki tréjkata rownobocznego ABC znajdujq sie na paraboli o ré6w- 

naniu y = x*— 4x + 7, za$ trzecim wierzchotkiem tréjkata jest wierzchotek pa- 

raboli. Wyznacz wspotrzedne wierzchotk6w tego trojkata. 
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Rownanie ogolne prostej 

Nie kazdq prosta w uktadzie wspdtrzednych mozna opisa¢ rownaniem kierun- 

kowym. Takim r6wnaniem nie mozna opisa¢ prostych prostopadtych do osi OX 

(dlaczego?). 

Omowimy teraz taki typ rownania, kt6rym mozemy opisa¢ dowolng prosta w ukta- 

dzie wspotrzednych. Zauwaz, ze rownanie kierunkowe prostej y= 3x—5 mozemy 

zapisaé w rownowaznej postaci nastepujgco: y— 3x +5=0 lub 3x—y—5=0. 

Uporzadkujmy te r6wnania tak, aby na poczatku wystepowat wyraz zawierajacy x, 

nastepnie wyraz zawierajacy y, na koncu zas — wyraz wolny. Otrzymujemy wowczas 

rownania —3x+y+5=0 lub 3x—y—5=0. Przyjrzyjmy sie blizej wspétczynnikom 

przy x i przy y, a doktadniej: utworzmy wektor, kt6rego wspotrzedne beda r6wne 

odpowiednim wspotczynnikom. Otrzymujemy wtedy wektory [-3, 1], [3, —1]. Na- 

rysuj w prostokatnym uktadzie wspotrzednych rozwazangq prosta, a nastepnie do- 

wolny wektor o wspotrzednych [-3, 1] i wektor 0 wspdtrzednych [3, —1]. Na pewno 

zauwazytes, ze wektory te sq prostopadte do danej prostej. Przeprowadz podobne 

cwiczenie dla prostej o rownaniu y= 0,5x + 7. 

Definicja 1. 

Rownaniem og6élnym prostej nazywamy rdwnanie majace posta¢ Ax + By + C=0, 

gdzie A?+B’+0. 

Warunek A’*+ B*¥0 oznacza, ze wspotczynniki A oraz B nie moga byé¢ jednoczesnie 

rowne zeru. 

Kazde rownanie prostej zapisane w postaci kierunkowej tatwo jest zapisa¢ w po- 

staci ogdlne}j. 

kierunkowa posta¢ réwnania prostej | ogdlna posta¢ rownania prostej 

(vy =ax+b) (Ax + By + C=0) 

y=2x-1 —2x+ y+ La) 

(a=2,b=-1) (A=—-2,B=1/¢= 1) 

y=-4x 4x+y=0 

(a=-4, b=0) (A=4, B=1,C=0) 

y=6 y—6=0 

(a=0,b=6) (A=0,B=1, C=-6) 

beAl y=U 
(a@=0, b= 0) (A=0;6= 110 =0) 

Zauwaz, ze prosta moze by¢ opisana wieloma rownaniami majacymi posta¢ 
Ax + By+C=0, gdzie A*+B*#0. 
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Te sama prosta opisujg rownania: 

2x—-y+3=0, 4x—2y+6=0, -10x+5y—15=0, say cee eet 2) 

Sa to rownania rownowazne. Sia 

Twierdzenie 1. 

Prosta przechodzaca przez punkt P,(X9, yo) oraz prostopadta do niezerowego 

wektora u = [A, B] mozna opisa¢ rownaniem Ax + By + C=0, gdzie C=—Ax,— By. 

Zatozenie: k — prosta w prostokatnym uktadzie wspétrzednych, P, « k, 

gdzie P,(X»y), u=[A, B], 42+ B240iuLlk 
Teza: k: Ax+ By + C=0, gdzie C=—Ax,-— By, 

Dow6d: Zauwaz, ze punkt P(x, y) nalezy do prostej k wtedy i tylko wtedy, gdy PP er 

u=[A, B] 

Po(Xo Vo) 

Wspoirzedne wektora PP sq rowne [xX — Xo, ¥—Yo]. Na mocy twierdzenia 2a ze str. 196 

otrzymujemy 

(x—x,)-A+(y—yo}- B=, czyli 

Ax + By —Ax,— By,=0 

Oznaczamy 

C=—Ax,— Byy 

Zatem punkt P(x, y) nalezy do prostej k wtedy i tylko wtedy, gdy jego wspolrzedne 

petniajg rownanie Ax + By + C= 0, co koficzy dowdd twierdzenia. 

Zauwaz, ze w rownaniu ogélnym prostej wspdtczynniki A i B sq wspotrzednymi 

wektora prostopadtego do tej prostej. Zatem do znalezienia rownania ogolnego 

prostej wystarczy zna¢ wspoirzedne dowolnego wektora prostopadtego do tej pro- 

stej oraz wspotrzedne dowolnego punktu nalezacego do tej prostej. 
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Przyktad 1. 

Wyznaczymy rownanie og6lne prostej k przechodzacej przez punkt P(-12, 9), wie- 

dzac, ze wektor u = [2, —3] jest prostopadty do prostej k. 

Szukamy rownania prostej k w postaci 

Ax+By+C=0 

Wiemy, ze u tk, zatem 

A= 2 oraz B=-3, wiec 

2x—3y+C=0 

Wyraz wolny C obliczamy, korzystajac z faktu, ze P € k, zatem 

2-(-12)-3-9+C=0, czyli 

Grol 

Prosta k ma rdwnanie 2x—3y+51=0. 

Powstaje pytanie, czy rownaniem ogdéInym mozna opisa¢ dowolna prosta w ukta- 

dzie wspotrzednych. Okazuje sie, ze tak. 

Przyktad 7B 

Napiszemy rownanie og6lne prostej k prostopadtej do osi OX przechodzacej przez 

punkt P(—4, 1). 

Wezmy niezerowy wektor u prostopadty do prostej k, na przyktad Ae [—2, O]. 

Wowczas rownanie prostej ma posta¢é 

—2-x+0-y+C=0 

Punkt P(—4, 1) nalezy do szukanej prostej, wiec 

—2 - (-4)+0-1+C=0, skad 

C=-8 

Otrzymujemy 

—2x+0-y-8=0 /:(=2), 

czyli 

X+4 = (0 

Prosta k opisuje rownanie x+4=0. 

Podobnie mozemy znalezé rownanie dowolnej prostej prostopadtej do osi OX. Row- 
nanie to bedzie miato posta¢ Ax + C= 0, gdzie A + 0. 

Wiesz juz, ze rownanie kierunkowe prostej mozemy zawsze sprowadzi¢ do réwna- 
nia ogolnego. Natomiast rownanie ogélne prostej Ax + By + C = 0 mozna przedsta- 
wic w postaci kierunkowej wtedy i tylko wtedy, gdy B + 0. 
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Przyktad 3. 

Wyznaczymy rownanie og6lne prostej przechodzacej przez punkty: 

Ad a) I sposéb 

Korzystamy bezposrednio z rownania ogolnego prostej. 

Szukamy rownania prostej przechodzacej przez punkty (1, 2) i (—4, 1), ktére ma 
postac 

Ae Dy aC = () 

Wstawiajac odpowiednio wspétrzedne punktow w miejsca x oraz y, otrzymujemy 

uktad dwoch rownan z trzema niewiadomymi: 

A+2B+C=0 

SoA Or (*) 

Wyznaczamy dwie niewiadome w zaleznosci od trzeciej (np. wyznaczamy B i C 

w zaleznoSci od A). Jesli od pierwszego rdwnania odejmiemy drugie, to otrzymamy 

5A + B=0,skad 

B=-5A 

Do jednego z rownan uktadu (np. do r6wnania (*)) w miejsce B wstawimy —5A i wy- 

znaczymy wowczas C w zaleznosci od A. 

—4A—5A+C=0, wiec 

G=9A 

Otrzymalismy: 

B=-5A 
f dzie Ax+ By +C=0 

ee, 2 4 

Zatem 
Ax—5Ay+9A=0 /:A (zauwaz, ze A # 0; gdyby A = 0, to réwniez B= 0, 

a to bytoby sprzeczne z definicja rownania ogdélnego prostej) 

x—5y+9=0 -—szukane rownanie prostej 

ILsposéb 

Zauwazmy, ze punkty (1, 2) i (-4, 1) nie wyznaczajq prostej prostopadtej do osi OX. 

Szukamy réwnania prostej przechodzacej przez punkty (1, 2) i (-4, 1). Mamy 

1-2 
x—1 mela Vie 

y-2= = (1), skad 
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Nastepnie zapisujemy rownanie prostej w postaci ogolnej. 

1 ) } 
ee —yt+ e = 0 —szukane rownanie prostej 

Ad b) I sposéb 
Prosta przechodzi przez punkty (2, 3) i (2,-5). Szukamy jej rownania Ax + By + C=0. 

Otrzymujemy uktad rownan. 

2A+3B+C=0 B=0 
Paeaskad 

2A—5B+€ =0 C=-2A 

Wyznaczamy rownanie ogolne prostej. 

Ax+ Oy-—2A=0 

Ax-2A=0 /:A,A#0 

x—2=0 —szukane rownanie proste} 

Il sposéb 
Zauwazamy, ze prosta wyznaczona przez punkty (2, 3) i (2, —5) jest zbiorem wszyst- 

kich punktow, ktéorych pierwsza wspolrzedna jest rowna 2. Zatem prosta ma row- 

nanie x = 2, co mozemy zapisac w postaci rownania ogélnego 

x-2=0 

UWAGA: Nie istnieje rownanie kierunkowe prostej x — 2 = 0. Préba wyznaczenia 

rownania kierunkowego prostej przechodzacej przez punkty (2, 3) i (2,5) prowa- 

dzi do sprzecznego uktadu r6wnan. 

Przyktad 4. 

Wyznaczymy rownanie ogolne prostej, w ktorej zawiera sie bok ML trdojkata KLM, 

jesli wiadomo, ze K(—6, —2), KL = [10, 1] i Srodkowe trojkata przecinaja sie w punk- 

cie E(0, 0). 

Najpierw obliczymy wspotrzedne wierzchot- 

ka L. Przyjmijmy oznaczenia: L(x,, y,). Mamy: 

KL=[x,+6,y,+2] 1 KL=[10, 1] 
Zatem 

[x,+6,.y7+ 2] =[(10, 1] 

xP OS LOY a2 al 

X,=4iy,=-1 K(-6, -2) 

Wierzchotek L ma wspotrzedne (4, —1). 



Rownanie ogédlne prostej Z07, 

Srodkowe w trojkacie dziela sie w stosunku 2 : 1 (liczac od wierzchotka), zatem 

KE =2 - EF, gdzie F jest Srodkiem boku ML (zobacz rysunek). 

Oznaczamy wspotrzedne punktu F jako (x,, y,) i obliczamy wspoltrzedne wektorow 

KE i EF. Mamy: 

KE = [6, 2] oraz EF = Devel 

Poniewaz KE =2- EF, otrzymujemy: 

[6, 2] =2- [xp ye] 

[6, 2] = [2xp, 2y¢], skad 
Xp=3 i yp=1, czyli 

F(351) 

Wyznaczamy réwnanie ogélne prostej FL przechodzacej przez punkty F(3, 1) i L(4,—1). 

Szukamy rownania prostej postaci Ax + By + C=0, gdzie A*+ B*#0. 
Otrzymujemy: 

3A+B+C=0 
Pe 

4A—B+C=0 

Wales JAG AW 

C=-3,5A 

Ale B=-3A—C, czyli 

B=-3A+3,54=0,5A 

Roéwnanie prostej ma posta¢c 

Ax + 0,5Ay — 3,5A = 0, skad 

x+0,5y —3,5 =0, czyli 

2x+y—7=0 

Bok ML tréjkata KLM zawiera sie w prostej 0 r6wnaniu 2x + y— 7 = 0. 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Napisz r6wnanie ogolne prostej, wyznaczonej przez dwa punkty P, Q, jesli: 

a) ec iAy Q(4, =3) b) L(G; 2), Ol =>) ) Per 8), O/, 0) 

2. Dwa wierzchotki tréjkata KLM naleza do osi rzednych. Srodkowa poprowa- 

dzona z wierzchotka L zawiera sie w prostej 0 rownaniu x— 3y + 3 = 0, zas bok 

KL w prestej 0 rownaniu x —y—3 = 0. Wyznacz rownania ogolne prostych, 

w ktorych zawieraja sie dwa pozostate boki tego trojkata. 
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3. Geometria analityczna 

Kat miedzy prostymi 

Kat miedzy dwiema prostymi opisanymi rownaniami w postaci ogolnej 

Rozwazmy na ptaszczyznie dwie proste opisane rownaniami ogdéInymi 

k: A,x+ By +C,=0 (A,2+ B,2#0) oraz 1: A,x+B,y+C,=0 (A,?+ B,?# 0). Sformu- 
tujemy warunek na r6wnolegtos¢ oraz prostopadtosé prostych ki /. Wyprowadzimy 

wzor, ktéry pozwoli nam obliczyé miare kata utworzonego przez te proste, W przy- 

padku, gdy nie sq one prostopadte. Aby to zrobi¢, postuzymy sie wektorami u = [A,, B,] 

iv=[A,, B,], kt6re sa prostopadte odpowiednio do prostych k il. 

Oznaczmy kat miedzy wektorami Ui v jako a, gdziea € (0°, 180°). Wiemy, ze 

|A,B, a A,B,| 
sina cosa = 

Jolpah Goilezde? 

AaB ee eee 
Poniewaz wektory uiv sq odpowiednio prostopadte do prostych k i I, wiec kat a 

jest rowny jednemu z katéw utworzonych przez proste ki/ (drugiz katow ma miare 

180° — a). 

Rozpatrzymy trzy przypadki: 

I. Proste kil sa r6wnolegte 

II. Proste kil sq prostopadte 

III. Proste kil przecinajq sie pod katem réznym od 90°. 

Ad I. Proste kil sq rownolegte (a@ = 0° lub a = 180°) 

Se er Wektory uiv sa prostopadte odpo- 
~ : vee : 
— Ay wiednio do prostych rownolegtych 

gy a. ne! kil, wiec 

oS My a> & u || v 

(he aren Zatem 
oS 

X hee sina =0, czyli - ae Ss Ss = (0). y 

=o 4 |A,B,—A,B,|=0, skad 
Bose 
tio A,B,—A,B,=0 

sa 
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Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie. 

Twierdzenie 1. 

Proste o r6wnaniach A,x+B,y+C,=0, A,?+B,?#0, oraz A,x+B,y+C,=0, A,2+B,2+0, 
sa rownolegte wtedy i tylko wtedy, gdy A,B,—A,B,=0. 

Zatézmy, ze dana jest prosta 

k: Ax+ By+C=0, A?+ B?#0 

Wektor 

u=[A, Bl 
jest prostopadly do prostej k. Prosta | bedzie rownolegta do prostej k wtedy i tylko 

wtedy, gdy 

ull 
Zatem prostq / mozna opisa¢ rownaniem 

Ax + By+C,=0 

Wniosek: Dowolnga prostq rownolegta do prostej o rownaniu Ax + By +C=0 mozna 

opisa¢ rownaniem Ax + By + C,=0, gdzie A?+ B’+0. 

Przyktad I é 

Dana jest prosta k: 5x — 3y + 2 = 0. Wyznaczymy réwnanie prostej / rownolegtej do 

prostej k, przechodzacej przez punkt P(—8, 6). 

Korzystamy z ostatniego wniosku. R6wnanie dowolnej prostej / rownolegtej do 

proste} 

k: 5x-3y+2=0 

mozeiny zapisac w postaci 

5x—3y+C,=0 

Wspotczynnik C, obliczymy, korzystajac z informacji, ze punkt P(—8, 6) nalezy do 

szukanej prostej. Otrzymujemy: 

5-(-8)-3-6+C,=0 

—-40-18+C,=0 

(Gees) 

Prosta / rownolegta do prostej k: 5x—3y + 2 =0 i przechodzaca przez punkt P(-8, 6) 

opisuje rownanie 5x—- 3y + 58=0. 



210 
\ 

3. Geometria analityczna 

Ad II. Proste k il sa prostopadte (a = 90°) 

Wektory uiv sa prostopadte odpowiednio 

do prostych prostopadtych k i /, wiec 

uly 
Zatem 

cos a = 0, czyli 

A,A,+ B,B,=0 

Twierdzenie 2. 
Proste o rownaniach A,x+B,y+C,=0, A,°+B,?#0, oraz A,x+B,y+C,=0, A,?+B,’#0, 
sa prostopadte wtedy i tylko wtedy, gdy A,A,+B,B,=0. 

Z twierdzenia 2. wynika nastepujacy wniosek. 

Wniosek: Dowolng prosta prostopadta do prostej o rownaniu Ax+ By+C=0 moz- 

na opisa¢ rownaniem Bx—Ay+C,=0, gdzie A*+ B?#0. 

Przyktad | a: 

Dana jest prosta k: 5x—3y + 2 =0. Wyznaczymy réwnanie prostej p prostopadtej do 

prostej k, przechodzacej przez punkt Q(2, —3). 

Na podstawie drugiego wniosku r6wnanie dowolnej prostej prostopadtej do prostej 

k: 5x-3y+2=0 

mozemy zapisa¢ w postaci 

=3x—Sy+C,=0 

Punkt Q(2, —3) nalezy do szukanej prostej, wiec 

=3'2—97(=3)= C= O7skad 

C,=-9 

Prosta prostopadta do prostej k: Sx—3y+2=0 i przechodzaca przez punkt Q(2,—3) 
opisuje rownanie 3x+5y+9=0. 
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Ad III. Proste k i / przecinaja sie i nie sq prostopadte (a € (0°, 90°) U (90°, 180°)) 

Wektory uiv tworzq kat a. Kat @ jest 

jednym z katéw utworzonych przez pro- 

ste kil. Obliczamy tg a: 

sina 
tga= 

cosa 

tg as |A,B, = Johah, 

Wabdas a 2lay dee 

Jesli przyjmiemy, ze kat miedzy prostymi k i/ jest ostry, to otrzymany wz6r mozemy 

zapisa¢ w postaci: 

Twierdzenie 3. 

Jesli proste o r6wnaniach A,x+B,y+C,=0, A,°+B,?40, oraz A,x+ B,y+C,=0, 

A,B, — A,B, 

Ava, DD. 
A,’ + B,’# 0, przecinajg sie pod katem ostrym a, to tg a= 

Przyktad 3. 

Wyznaczymy réwnanie prostej p, w ktdrej zawiera sie ramie AC trojkata rownora- 

miennego ABC, wiedzac, ze podstawa AB zawiera sie w prostej k: 3x + 2y—12=0, 

ramie BC zawiera sie w prostej /: x + 4 = 0 oraz punkt P(1, —3) nalezy do ramienia AC. 

AY Rysunek obok ilustruje sytuacje opisang w Za- 

daniu. 

Tréjkat ABC jest rownoramienny, wiec katy 

przy podstawie AB majq r6wne miary. Ozna- 

czamy 

|{CBA| = |<CAB| =a, gdzie a € (0°, 90°). 
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Korzystamy ze wzoru na tangens kata utworzonego przez dwie przecinajace si¢ 

proste k, ] dane rownaniami ogdlnymi 

(c= Aa ele ,gdzie k:3x+2y—12=0 i I:x+4=0. Mamy: 
A.A, +B. 

Ro = 2 
UC = S| =| S| == 

3-14+2-0 

Zatozmy, ze prosta pmaréwnanie Ax + By + C=0, gdzie A*+ B?# 0. Punkt P(1, —3) 

nalezy do prostej p, zatem 

A-1+B.(-3)+C=0 

C=-A+ 3B, stad 

p: Ax+ By-A+3B=0 

Poniewaz |<CBA| = |<CAB\, wiec proste p i k przecinajqg sie pod katem @ takim, ze 

Z 
tga= x Zatem 

3B—2A\ _ 2 ; 
= —, czyli 

3A bees 

3B=2A 2 3B —2ZA 2 

3A-- 2B "3 SAP cD 8 

B= A Vv B=0 

Jesli B = 0, to prosta p ma rownanie x — 1 = 0. Ta prosta nie spelnia warunk6éw zada- 

nia (p || J). 
‘12 

Jesli B= = A, to 

12 
p: Ax+ —Ay-A+t Soe ieh 

5 5 

ies Sree 
ee ae 
prax+ 1l2y—31s0 

Ramig AC trojkata ABC zawiera sie w prostej p o rownaniu 5x + 12y—31=0. 

Kat miedzy dwiema prostymi 0 rownaniach w postaci kierunkowej 

W klasie drugiej poznates warunek na rownolegtosé oraz prostopadtos¢ prostych 
opisanych réwnaniami kierunkowymi. Przypomnijmy te twierdzenia. 
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Twierdzenie 4. 

Proste k: y=a,x+b, oraz I: y=a,x+b, sa ré6wnolegte wtedy i tylko wtedy, gdy 
Coats 

Twierdzenie 5. 

Proste k: y=a,x+b, oraz I: y=a,x + b,, gdzie a, #0 ia,# 0, sq prostopadte wtedy 
i tylko wtedy, gdy ich wspotczynniki kierunkowe spetniaja warunek a, - a, =—1. 

Przyktad 4. 
Mn 

Wyznaczymy wszystkie wartosci parametru m, m ¢€ R, dla ktorych proste 

k:y=(m+1)x+ 20 oraz I: y=(2m—1)x—41 sa: 

a) rownolegte b) prostopadte. 

Ad a) Proste dane rownaniami kierunkowymi sa rownolegte wtedy i tylko wtedy, 

gdy ich wspotczynniki kierunkowe sa rdwne. Zatem 

m+1=2m—1 

Mf 74 

Proste kil sa r6wnolegte wtedy, gdy m = 2. 

Ad b) Proste k: y=(m+1)x+20 i l:y=(2m—1)x—41 sa prostopadte wtedy i tylko 

wtedy, gdy ich wspotczynniki kierunkowe spetniajq warunek a,-a,=~—1. Stad 

(m+1)(2m-—1)=-1 

2m2+m=0 

MZ bl 0 

(0p A ig a 

it 
Proste k i/ sa prostopadte wtedy, gdy m < {- 0}. 

Teraz wyprowadzimy wzor na tangens kata a, gdzie a jest katem ostrym utworzo- 

nym przez dwie przecinajace sie proste, opisane rownaniami kierunkowymi. Sko- 

rzystamy ze wzoru 

A,B, — A,B, (twierdzenie 1c) 
Ay Ay BB, 

ga 

dla prostych danych réwnaniami ogélInymi k: A\x+By+C,=0 i A,x+Byt+C,=0 

(4,2+B,240, A,*+ B,"# 0). Wiesz, ze jeSli B, #0 i B,#0, to rownanie prostej w po- 

staci og6Inej mozna sprowadzi¢ do r6wnania kierunkowego. Zatem 

A o A (Ge 
k:y= —-—_-x-—, gdzie B, #0 oraz I: y= -—+-x-—, gdzie B, +0 
ier RAI i mee 
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Wspétczynnik kierunkowy prostej k oznaczamy jako a,. Zatem 

a,= -2 , Skad A, =—a,B,, gdzie B, + 0. 
L 

Wspotezynnik kierunkowy prostej / oznaczamy jako a,. Otrzymujemy: 

a,= me , czyli A,=—a,B,, gdzie B, # 0. 

Obliczamy tg @. 

=G)h,. 5, -U,e B, 
tga@= 
a (—a,B, )-(—a,B,) + B,B, 

BEG =@ 
tga= - 24 : J 

a,a,B,B, + B,B, 

Josie Rat) Ra 
tga = |—— be a) , gdzie B,B, #0ia,a,#-1 

B,B,(a,a, +1) 

tga = | 2 
7 laa, +1 

Twierdzenie 6. 

Jesli proste o rownaniach kierunkowych y=a,x+b, oraz y=a,x+b, tworza 

kat ostry @, to 

Ga; 
tg a ee 

a,a, +1 

Przyktad 5. 
RR 

Wyznaczymy miary katow i rownania prostych, w ktorych zawieraja sie boki trape- 

zu prostokatnego, jesli wiadomo, ze podstawa AB zawiera sie w prostej k o rowna- 

niu y=x~— 1, ramie AD - w prostej / 0 rownaniu y= (2 ae 5 )x + 4, zaS wierzchotek 
C ma wspolrzedne (6, 13). 

Rysunek obok ilustruje sytuacje opisana w zadaniu. 

C(6, 13) Wyznaczymy najpierw  rownania__ prostych, 

w ktorych zawieraja sie podstawa CD i bok BC 

trapezu. Podstawa CD zawiera sie w prostej row- 

nolegtej do prostej k: y = x — 1, zatem jej réw- 

nanie jest postaci y= x+b (bo wspdtezynniki 

kierunkowe prostych réwnolegtych sa réwne). 

Wyraz wolny b obliczymy, korzystajac z faktu, ze 

C(6, 13) nalezy do tej prostej. 
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Otrzymujemy: 

t—O--D, Skad ep 7, 

Podstawa DC zawiera sie w prostej 0 rownaniu y=x+7. 

Poniewaz trapez jest prostokatny, wiec prosta zawierajaca bok BC jest prostopadta 
do prostej k, a jej wspétczynnik kierunkowy jest rowny —1. Zatem rownanie tej pro- 
ste] jest postaci y =—x + b,. Do prostej nalezy punkt C, wiec 

Ol Ue CZy lio, 1 oO: 

Prosta zawierajaca bok BC ma réwnanie y=-x+ 19. 

Miare kata ostrego @ obliczymy, korzystajac ze wzoru na tangens kata utworzonego 

przez dwie proste 0 rownaniach kierunkowych: 

(=| = odzied, = 1,a;=2 = 13 
a,a, + 

Otrzymujemy: 

ele Peele se 18 
1-(2- V3)+4| 35 = HEAD ~ ¥3(V3 -1) eet 3 

Jeslitga=~=, to a = 30°. Wowczas f = 180° — 30° = 150°. 

Katy trapezu majq miary 30°, 90°, 90°, 150°. Dwa pozostate boki trapezu zawieraja 

sie w prostych 0 r6wnaniach y=-x+19 oraz y=x+7. 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Wyznacz miare kata rozwartego, jaki tworza dwie proste k i / 0 rownaniach: 

a) k:5x—y+32=0 oraz I:3x+2y-12=0 

—b)stiyv=—> oraz y= Wie, 

2. Dana jest prosta k: 2x—3y—21=0. Wyznacz rownanie: 

a) prostej / rwnolegtej do prostej k, przechodzacej przez punkt P(—15, 100) 

b) prostej p prostopadtej do prostej k, przechodzacej przez punkt Q(76, —-14). 

3. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, m ¢ R, dla ktorych proste 

k: y =(m*—2)x-17 oraz I: y=mx + 6 sq prostopadte. 

4. Wtrapezie rownoramiennym ABCD przekatna AC jest dwusieczna kata ostre- 

go przy dtuzszej podstawie AB. Podstawa AB zawiera sie w prostej 0 rowna- 

niu y =—4, zas ramie AD — w prostej 0 rownaniu y= V3 x —2. Oblicz dtugosci 

bok6éw trapezu, wiedzac, ze jego pole jest rowne 9 Rae 
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Odlegtosé punktu od prostej. Odlegtos¢€ mie- 

dzy dwiema prostymi ro6wnolegtymi 

Odlegtoscia punktu P od prostej k, gdzie P ¢ k, nazywamy diugosé odcinka pro- 

stopadtego do prostej k, kt6rego jednym koncem jest punkt P, a drugim — punkt S 

nalezacy do prostej k. Jesli P € k, to odlegtos¢é punktu P od prostej k jest rowna zeru. 

Odlegtos¢ punktu P od prostej k bedziemy oznaczaé d(P, k). 

P 

Pek Pek 
k : k 

i 

d(P, k) =|PS| d(P, k)=0 

S 

Przyktad 1. 

Wyznaczymy odlegtosé punktu P(1, —4) od prostej k: x + 2y—8=0. 

Punkt P nie nalezy do prostej k (wspoltrzedne punktu P nie spetniaja rownania pro- 

stej k). 

Aby wyznaczyé odlegtos¢ punktu P od prostej k, wystarczy znalez¢ dtugos¢ odcinka 

PS, gdzie S jest punktem przeciecia prostej k i prostej | prostopadtej do prostej k 

przechodzacej przez punkt P (zobacz rysunek ponizej). 

Wyznaczamy rownanie prostej / ta- 

kiej, ze 1Lki Pel: 

2xX=y+e=0 

2°1—(-4)+¢,=0 

C,=-6 

I: 2x-y—-6=0 

Wspotrzedne punktu S otrzymamy, 

rozwigzujac ponizszy uktad rownan: 

x+2y—-8=0 

Be bere, 

X-ZV=—3= V0 

ean 

DX = 20=0 

x= 4, wiec y=2 
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Zatem S(4, 2). 

Teraz wystarczy obliczy¢ dtugosé odcinka PS. 

eS (4 al eee 4) = 9 36 3 45 = eS 

Odlegtosé punktu P(1, —4) od prostej k:x+2y—8=0 wynosi 3 Ne 

Postepujac podobnie, wyprowadzimy wzor na odlegtos¢ dowolnego punktu P(X, Yo) 

od dowolnej prostej k: Ax + By + C= 0, gdzie A? + B? 0, w prostokatnym uktadzie 
wspoirzednych. 

festive 1 (czyli Ax, Byi + C=—0)hto d(P, 1) =0. 

Zatézmy zatem, ze P ¢ I, czyli Ax,+ By,+ C# 0. 

e Wyznaczamy rownanie prostej / takiej, ze |] Lk oraz Pel. 

Otrzymujemy: 

Bx—Ay+C,=0 

Bx, —Ay, + C,=0 

C,=—Bx, + AYo 

I: Bx —Ay — Bx, + Ay)= 0 

Wyznaczamy wspotrzedne punktu S — przeciecia sie prostych k i I, rozwiazujac 

uktad rownan: 

Ax + By+C =0 

Be Ay DX, - Ay, = 0 

Uktad r6wnan rozwiazemy metoda wyznacznikowa. 

Axe, bY = —C 

Bx Ay = Bx, — Ay, 

Obliczamy wyznaczniki: 

A B 
WV — 

; =f 
= —A? — B? = (A? + B’) 

- B 
W,= a = AC — B*x, + ABy, 
elexe Ay 

A =f, 
= ABx,—A*y,+ BC 

a ba Ay, : : 
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e Zrdéwnania prostej k wiemy, ze A? + B’ # 0, wiec uktad jest oznaczony i spetnia go 

jedna para liczb: 

W Ae 

Zatem 

é B’x, — ABy, -AC_ A’ y, — ABx, — BC 

A’ +B? A’ + B? 

¢ Odlegtos¢ punktu P od prostej k to dtugos¢ odcinka PS. Zatem: 

2 2 

B’x, — ABy, — AC A’ y, — ABx, — BC 
d(P,k) = [ See | -{ Pa -y,| = 

Sabir bys SAC A Bae .{ A’ Yo — ABXs — BC - Ay, ~ By, oo. 
Agee: A’ B? : 

7 = + By, 2) (2 + By, 2) y 
A’ + B? A’ +B’ 

A’(Ax, + By, +C)  B’(Ax, + By, +C) _ 

(4 + B’) (4° Bey 3 y 

_ |(Ax0 + Bye sey (at 4B) - [os + By, +C) ‘ 

(4? +B’) HES VEs 

7 |Ax, + By, +C| 

NAC 4B? 

Udowodnilismy twierdzenie. 

Twierdzenie 1. 

Odlegtos¢ punktu P(X, yo) od prostej k opisanej rownaniem Ax + By+C=0, gdzie 
A*+ B?#0, wyraza sie wzorem: 

|Ax, + By, +C| 
q(Pag= 



Odlegtosé punktu od prostej. Odlegtosé miedzy dwiema prostymi rownolegtymi ZIAD 

Przyktad 2. 

Obliczymy odlegtosé punktu P(5, —2) od prostych ki I, gdzie: 

a) kix+3y+11=0 b) i 2x=9y + 1=0 

Ad a) Obliczamy odlegtosé punktu P od prostej k, korzystajac z ostatniego twier- 
dzenia. 

d(P, k) = pore (2) | 0 
= =(0 

(Ree 10 

Odlegtos¢ punktu P od prostej k jest rowna 0, co znaczy, ze P nalezy do prostej k. 

Ad b) Obliczamy: 

j2-5-9-(-2)+1| |10+18+1| 29 29/85 

[p2 +(-9) Ley ER GG 

29/85 
85 

A 21h 

Odlegtosé punktu P od prostej / wynosi 

Przyktad 3 ; 

Wyznaczymy rownanie prostej, do ktorej nalezy punkt S(4, 4), i takiej, ze odlegtosé 

punktu P(—1, —6) od tej prostej wynosi 5. 

Wykonamy najpierw rysunek przedstawiajqacy sytuacje opisang w zadaniu. 

Zadanie rozwiazemy na dwa sposoby. 

| sposéb — skorzystamy z r6wnania ogolnego prostej. 

Niech Ax + By + C=0, gdzie A*+ B’# 0, bedzie rownaniem szukanej prostej. Punkt 

S(4, 4) nalezy do tej prostej, wiec 

4A+4B+C=0,skad 

C=-4A-—4B 



\ 
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Prosta opisuje rownanie 

Ax + By—4A—4B=0, gdzie A*+ B’#0 

Punkt P(—1, —6) jest odlegty od prostej 0 5, zatem 

|-A-6B-4A-4B| _ 

ACB 
5 

Stad 

ESA=—10B|/=5 V A> + B? 

5|A+2B\=5 VA? +B’ 

|A + 2B| = VA’ +B? 

Obie strony otrzymanego réwnania sq nieujemne, wiec po podniesieniu obu stron 

do kwadratu otrzymujemy rownanie rownowazne danemu. 

(A+ 2B)*=A?+ B? 

A? + 4AB + 4B? = A* + B? 

4AB + 3B?=0 

B(44 + 3B) =0 

b=ey pees 
3 

Jesli B = 0, to rownanie prostej ma postac 

Ax — 4A = 0, czyli 

x—-4=0 (boA#0) 

ay 4 : : : 
Jesli B= 7 A, to rownanie prostej ma postac 

4 
Ax “Ay 4A | 34-0 /:A, A#0, czyli 

4 4 
ee eee Og 

ae 3 / 

3x—4y+4=0 

Otrzymalismy dwie proste spetniajace warunki zadania. Maja one r6wnania: x— 4 = 0 

oraz 3x—4y+4=0. 

Il sposob — skorzystamy z rownania kierunkowego prostej. 

Niech y = ax + b bedzie rownaniem szukanej prostej. 

Punkt S(4, 4) nalezy do tej prostej, wiec po podstawieniu jego wspétrzednych do 

rownania prostej otrzymujemy: 

4=4a+b,skad 

b=4-4a 



Odlegtosé punktu od prostej. Odlegtogé miedzy dwiema prostymi ré6wnolegtymi 

Zatem rownanie prostej ma postaé: 

y=ax+4-4a 

Po sprowadzeniu otrzymanego réwnania do postaci ogélnej mamy: 

ax—y+4—4a=0 

Odlegtos¢ punktu P(-1, —6) od szukanej prostej wynosi 5, zatem 

|-1-a—(-6)+ 4 4a] a 

a’ +(-1) . 

skad 

|-5a+10|=5- Va’ +1 

5 (2—al=5* Va +1 

|2—a|= Va? +1 

(2 -—a)*=a’?+1 

4—4a+a*°=a’+1 

3 
a=— 

4 

jesiia— ae to rownanie prostej spetniajacej warunki zadania ma postac: 

) 3 
Se 

z 4 4 

czyli 

3 
=—xil 

ue 4 

aja | 

Otrzymalismy tylko jedno r6wnanie prostej! Jesli szukamy rownania prostej i ko- 

rzystamy z postaci kierunkowej tego rdwnania, to zawsze powinnismy zbadac, 

czy.wsrod prostych spetniajacych warunki zadania istnieje taka, ktorej nie mozna 

opisa¢ rownaniem kierunkowym. W przypadku naszego zadania jest jedna prosta, 

ktéra nalezy rozwazyé. To prosta prostopadta do osi OX, przechodzaca przez punkt 

S(4, 4), czyli prosta opisana rownaniem 

x=4 

Latwo sprawdzi¢, ze odlegtos¢ punktu P(—1, —6) od tej prostej jest rowna |-1 — 4|, 

czyli 5. Zatem prosta o rownaniu x = 4 spetnia warunki zadania. 

Istnieja dwie proste przechodzace przez punkt S(4, 4), takie ze punkt P(—1, —6) jest 

3 
od nich odlegty o 5. Proste te maja rownania: y = A x+1 oraz x=4. 



Zoe 3. Geometria onaliverna: 

Na koniec wyznaczymy odlegtosé d(k, 1) miedzy dwiema prostymi réwnolegtymi 

k: Ax+ By +C=0 i I: Ax+By+C,=0, gdzie A?+ B’+ 0. 

JeSli C= C,, to proste pokrywaja sie i odlegtos¢ miedzy nimi jest rowna zero. Zatoz- 

my, ze C#C,, i rozpatrzmy dwa przypadki: 

I. A—dowolna liczba rzeczywista,B #0 oraz 

eA 0a so; 

I przypadek Niech A — dowolna liczba rzeczywista i B # 0. 

a)A=0iBz0 b)A#0iB#0 
i 

P(X, Yo) k: By + C=0 

+1 
> 

So 07 x 

a 
ss I: By +C,=0 

SS 

Na prostej k wybieramy dowolnie punkt P(x, y,). Zatem wspotrzedne punktu P 

spetniaja rownanie prostej k, czyli Ax, + By, + C= 0, skad 

A C 
=-—xX,-— (boB+0 Vo BR 8B ( ) 

Wspotrzedne punktu P mozemy zapisac w postaci: 

A G 
P|) X,, ——X) -— 
[ B* HI 

Skorzystamy teraz ze wzoru na odlegtosé punktu P od prostej /: Ax + By + C,= 0. 
Otrzymujemy: 

Ax, +B.(-Ex,-5)+6, 
Bi As [Ax Any CEC era 

Il przypadek —_JesliA #0 i B=0, to proste ki] sa prostopadte do osi OX. 

del = 

<V 
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Prosta / przecina o§ OX w punkcie P(-S., 0} zas prosta k—w punkcie s(-4. 0} 
A A 

Zatem 

dup=r5=|£(4) 546-4 Jono _ ied 
A A A |A| AEE Oe mA eB: 

Bae ; eis lc;-¢| 
Zatem odlegtosé miedzy prostymi k oraz / jest rowna d(k, [) = —+——-. 
Udowodnilismy twierdzenie. VA? + B? 

Twierdzenie 2. 

Odlegtosé miedzy dwiema prostymi r6wnolegtymi ki / danymi r6wnaniami ogél- 
nymi k: Ax+ By+C=0 i I: Ax+ By+C,=0, gdzie A* + B+ 0, wyraza sie wzorem: 

IC, ec C| 

NOUS + 

Przyktad 3. 

Podstawy trapezu zawierajq sie w prostych 0 rownaniach k:-5x+ 2y+3=0 

i /:-5x + 2y+10=0. Obliczymy wysokos¢ tego trapezu. 

WysokoSs¢ h trapezu jest rowna odlegtosci podstaw trapezu. Zatem: 

I3-10| = |-7| _ 7/29 

(esy+z v29 0 29 
7/29 

the) 

h=d(k,) = 

Wysokos¢ trapezu jest rowna 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Napisz r6wnanie prostej przechodzacej przez poczatek uktadu wspotrzed- 

nych takiej, ze odlegtos¢ punktu P(—5, 3) od tej prostej jest rowna 5. 

N . Boki tréjkata ABC zawierajq sie w prostych k: x+2=0, I: 2x—7y-—10=0, 

m: 3x + 5y—15 =0. Oblicz wszystkie wysokosci tego trdjkata. 

3. Oblicz wysokosci réwnolegtoboku, kt6rego boki zawierajqa sie w prostych 

o rownaniach 
k:—3x+4y+1=0, I: 3x-—4y+7=0, m: 2x+y—6=0, p:2x+y+4=0. 

4, Wyznacz rownania prostych, w ktérych zawieraja sie dwusieczne katow, pod 

jakimi przecinajq sie proste o r6ownaniach k: 12x + 5y—2=0 oraz 

m: —3x + 4y+1=0. 
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Pole tréjkata. Pole wielokata 

W tym temacie nauczymy sie obliczaé pole wielokata, gdy dane sq wspotrzedne 

wszystkich jego wierzchotkow. Najpierw wyprowadzimy w2or na pole trojkata. 

Niech punkty A(x,, y,), B(Xp Ye), C(%o Yc) beda wierzchotkami dowolnego trojkata 

ABC. Wprowadzimy oznaczenia: i= u, AC = v oraz lIaBACl = = la(u, v) (patrz 

rysunek ponizej). 

B(Xp Vp) > if = ee X4> Ve Val 

C(Xo Ye) v = [X¢- Xp Ve—Yal 

A(X Ya) 

Pole tréjkata ABC jest rowne potowie iloczynu dtugosci bokow trojkata i sinusa kata 
zawartego miedzy nimi, czyli 

1 
Pape= 5 *JAB|-|AC|- sina 

Zatem 

pees (u, v) 

Wiemy, ze 

sin|a(u, v)/= Va = UeVal 

lal-[v| 
Zatem pole tréjkata ABC wyraza sie wzorem 

Dee ANG = S 

> [Ye = UVa 

‘le a2 

d 
v| ‘sing = — luv, - U,V, | 

> 

Uu 

x . . 7 > — 

Liczbe u,v,—u,Vv, nazywamy wyznacznikiem wektorow u = [u,, u,] oraz v = [V,, vp] 
> rae: 

i oznaczamy det(u, v). Wz6r na pole tréjkata ABC mozemy zapisa¢ w postaci 

1 
Pago = 2 ; det(u, v)| gdzie u = [Xs—X,,Yg—Yal, ve [Xe- Xp Vo-Yal 

Stad 

Pp 1 oa Ole Bhi ois 
ABC 

25 \|Xo 2 Va a 

1 
Pagc= 2 (Xp X\Ve-Va) — (X%&— Xs) V—— VA)| 



Pole trdjkata. Pole wielokata apie) 

Podsumujmy nasze spostrzezenia. 

Aby obliczy€¢ pole tréjkata, gdy znamy wspolrzedne wszystkich jego wierzchotk6w 
wystarczy obliczyé wspotrzedne dwéch wektoréw zaczepionych w jednym z wierz- 
chotkow trdjkata, 0 koncach w_ pozostatych wierzchotkach, a nastepnie obliczyé 
potowe wartosci bezwzglednej wyznacznika tych wektorow. 

Przyktad 1. 

Obliczymy pole trdéjkata ABC 0 wierzchotkach A(-8, —3), B(3, 2), C(-5, 4). 

Wyznaczamy wspotrzedne wektorow: 

CB = [3 -(-5), 2-4] =[8,-2] CCS, 4) 
eA = (25) 3 = 4) = (23-71 

Pagc= 5 \det( CA, CB) B(3, 2) 

1 1 == =—-|56-6/= ABC 2 2 | | 

as 

=e =7/ A(-8,-3) 

a2 yee 
2 

Pole tréjkata ABC jest rowne 31. 

Przyktad 2. 

Obliczymy pole czworokata ABCD, gdzie A(1, —2), B(2, 1), C(-1, 4), D(-3, 0). 

Dzielimy czworokat ABCD na trojkaty: ABC i ACD. 

Obliczamy pola tych tréjkatow: 

ee = C(-1, 4) 
Pape= = |det(4B, AC) 

| gdzie AB =[1, 3], AC =[-2, 6] 

1 et(AC AD B(2, 1) 
Paco = 5 ‘det(AC, AD) D(-3, 0) 

gdzie AD = [—4, 2] 

ii fit = Bice 
aim = —|6+ 6|/=6 Papc sl i Al | ray 

Paco= a Raie pies? ae 10 
Dia 2 

Pole czworokata ABCD jest suma p6l obu tréjkatow i wynosi 16. 
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Przyktad 3. 

Na prostej k o r6wnaniu x— 3y + 15 = 0 wyznaczymy punkt C tak, aby pole trdéjkata 

ABC, gdzie A(—2, —3) i B(4, 2), byto rowne 23,5 (zobacz rysunek ponize}). 

Rownanie x — 3y + 15 = 0 prostej k sprowadzamy do postaci kierunkowej 

1 
=—x+5 

4 3 

Wspotrzedne punktu C mozemy zapisa¢ w postaci 

[xed +5) 

Nastepnie obliczamy wspotrzedne dwoéch wektoréw o wspolnym poczatku, na 

przyktad, AB i AC. Mamy: 

AB= [6,5] oraz 

AC= xe +2, 2%, 3 AS) 

Stosujemy wzor na pole trdéjkata. 

1 —> -—> 

Pawo= 5 |det(AC, AB) 

il 
CNet Ze eect 

Pagco= > 3 

6 5 

1 il 
Pie = Z B(x, +2)= of x = | 

1 
Pagco= 2 3X, — 38 

Pole tréjkata ABC jest rowne 23,5, wiec 

|3X¢— 38)=47, stad 

3X,- 38 =-47 v 3x,.-38=47 

Xc=-3 Vv = 28 



Pole trdéjkata. Pole wielokata LATE 

Jesli x, =—3, to wtedy y,= 53) apie 

Pees ie ; a 1 4 
fei — hss to otrzymujemy y= a 28—+5=14-. 

3 9 

Otrzymalismy dwa punkty spetniajace warunki zadania: C,(—3, 4), CG [282 145 : 
Sytuacje te ilustruje ponizszy rysunek. : 2 

G 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Boki tréjkata ABC zawieraja sie w prostych 0 rdwnaniach: y= sx +3, 

Aa 
V Sex 6 OFaz ee 1. Wyznacz: 

a) wspotrzedne wierzchotkow trojkata 

b) cosinusy miar katow wewnetrznych tréjkata 

c) obwéd trdéjkata 

d) pole tréjkata ABC. 

2. Oblicz pole pieciokata ABCDE, jesli A(2, —5), B(6, —4), C(8, 2), D(1, 6), E(-6, 2). 

3. W rombie ABCD, ktorego pole wynosi 48, dane sq przeciwlegte wierzchotki 

A(1, —5) i C(—5, 1). Oblicz wspétrzedne pozostatych wierzcholtkow. 

4. W trojkacie prostokatnym ABC (|< ABC = 90°) dwa wierzchotki maja wsp6t- 

rzedne A(4, —2) i C(0, 8). Wyznacz wspotrzedne wierzchotka B, wiedzac, ze 

pole tréjkata ABC jest rowne 20. 



228 3. Geometria analifyezna 

Rownanie okregu. Nieré6wnosé opisujaca koto 

Wiesz, ze okrag o Srodku w punkcie S i promieniu r, to zbidr wszystkich punktow 

ptaszczyzny P, ktérych odlegtosé od srodka S jest rowna r, czyli |SP| =r, r > 0. 

Wyznaczymy réwnanie opisujace zbiér wszystkich punktéw w prostokatnym ukta- 

dzie wspdétrzednych, ktére leza w odlegtosci r od ustalonego punktu S(x, y,). 

AY 

Obliczamy dtugosé wektora SP. 

SP =[x-X,y-Yl 

[sP| = V(x x,) +(y-y,), zatem 

2 2 

\(x-x,) +(y-y,) ul 

(poniewaz obie strony rownania sq nieujemne, mozemy je podnies¢ do kwadra- 

tu i w ten sposob otrzymamy roéwnanie rownowazne) 

Cea are: (y—y,)?= Be 

Otrzymalismy rownanie okregu o Srodku w punkcie S(x,y.) i promieniu r, r> 0. 

Wspotrzedne kazdego punktu nalezacego do tego okregu spetniaja r6wnanie 

(x—x,)°+ (vy — y,)’ = r* i odwrotnie, jesli wspétrzedne punktu P(x, y) spetniaja to 

rownanie, to punkt P(x, y) nalezy do okregu o Ssrodku w punkcie S(x, y,) i promie- 
jonnul ag, 1 SO) 

Réwnanie (x—x,)*+(y—y,)’=r?, gdzie r > 0, nazywamy roéwnaniem kanonicznym 
okregu. 

Z tego rownania tatwo jest odczyta¢ wspdétrzedne Srodka okregu i jego promien. 
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Przyktad 1. 
REE 

Réwnanie x’ + (y — 9)? = 10 opisuje okrag o Srodku w punkcie o wspotrzednych 

(0,9) i promieniu rownym 10. 

Przeksztatcamy réwnanie (x ~—x,)?+(y—y,)?=r’, gdzie r > 0. Mamy 

KS 2X XX e+ y= 2y yt yl= re 

x? + y?— 2x,.x—2y,y+xft+yZ—r=0 

Wprowadzmy oznaczenia: 

D——iXy DV =2V,C=X + yy 

Otrzymujemy wowczas réwnanie x*+ y*+ ax + by + c = 0, ktore jest rownaniem 

okregu, 0 ile x,2+y2—c > 0, czyli a*+b*—4c > 0 (dlaczego?). 

Wniosek: Jesli a*+ b*— 4c > 0, to rownanie x*+y*+ax+by+c=0 opisuje okrag 

Va’ +b’ —4c 
o Srodku w punkcie S(x,y.) i promieniu r, gdzie r = et aah OR VAN = ae 

ee Vs 5" 

Rownanie x*+ y?+ax+by+c=0,gdzie a?+b?— 4c > 0 nazywamy rownaniem 
okregu w postaci zredukowanej. 

Przyktad 2. 
miei! 

Wykazemy, ze rownanie x*+ y*— 6x + 2y+6=0 opisuje okrag, wyznaczymy jego 

promien i wspotrzedne srodka. 

Pokazemy najpierw, ze rownanie x*+ y*— 6x + 2y+6=0 opisuje okrag. Przyjmuje- 

my oznaczenia: 

G==6,)=2,-c=6 

Sprawdzamy, czy 

w+ b?—-4c>0 

Poniewaz a2+ b*— 4c = 16, 16 > 0, wiec rownanie x?+ y?— 6x + 2y+6=0 jest 
rownaniem okregu w postaci zredukowanej. Obliczamy wspoirzedne Ssrodka okre- 

gu i promien: 

1 : 
x =-Sa, czyli x,=3 oraz hea es czyli y,=—1, 

Va’ +b’ —4c 
promien r= pCLy i=. 

Srodek okregu ma wspétrzedne (3, —1), a promien okregu jest rowny 2. 
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Przyktad 3. 

Wspotrzedne grodka S i promien r okregu opisanego rownaniem w postaci zredu- 

kowane} 

x°+y*— 6x + By + 16=0 

mozna wyznaczy€¢ w nastepujacy sposob: 

x?+y*— 6x+ By + 16=0 

2 2 ae, x" —6x+ y+ 8y+16=0 

(x -—3f -9+(y +4) -16+16=0 
SY FY 

(x 3)*+ (y+ 4)?=9, zatem 

See re3 
Postepujac analogicznie, wyznacz wspotrzedne Srodka i promien okregu z poprzed- 

niego przyktadu. 

Przyktad 4. 

Wyznaczymy rownanie okregu przechodzacego przez punkty A(1, 2) oraz B(4, 3), 

ktérego Srodek znajduje sie na prostej k: 2x—3y—3=0. 

] sposob 

Zastanowmy sie najpierw, jak geometrycznie rozwiqzac to zadanie. Wiemy, ze kazdy 

punkt znajdujacy sie na okregu jest rowno odlegty od jego srodka S, wiec |AS| = |BS|. 

Zatem nalezy znalez¢c taki punkt S, aby spetniat dwa warunki: 

1) |AS| = |BS| 

2) Sek 

Punkty réwno odlegte od punktow A i B znajduja sie na symetralnej odcinka AB. 

WSsréd tych punktéw znajduje sie tylko jeden taki punkt, ktory nalezy do prostej 

k — jest to punkt wspolny symetralnej odcinka AB i prostej k. Ten punkt to srodek 

szukanego okregu. Sytuacje te ilustruje ponizszy rysunek. 

=<V 



Rownanie okregu. Nieréwnosé opisujaca koto Zou 

Rozwigqzemy to zadanie algebraicznie, korzystajac z naszych spostrzezen. 
¢ Wyznaczamy rownanie prostej / przechodzacej przez punkty A i B. Rownanie to 

zapiszemy w postaci ogélnej Ax + By + C=0, gdzie A2+ B+ 0. 

Wykorzystamy wz6r na rownanie prostej przechodzacej przez dwa punkty. 

aS 2 
=). = = || y A 

Al 
i (Xl y a ) 

al 1 
= —x—— +2, stad Me 3 3 4 

EX=3y+5=0 

Obliczamy wspolrzedne Ssrodka E odcinka AB: 

(4. 223) capt (5. >|. 
2 Z jew ph 

e Symetralna odcinka AB to prosta prostopadtia do prostej /: x—3y+5 =0, przecho- 

dzaca przez punkt e[ 3. 3) . Zatem 

=3x—y+C,=0 

=3- Sad +€,=0 
Do i 

¢,=10 

m:—3x—y+10=0 

m: 3x+y-—10=0 

° Srodek S okregu znajduje sie na przecieciu prostych mi k. Stad: 

3x+ y-10=0 |-3 

a =3y—3=0 

9x+3y-30=0 
+ 2x —3y —3 =0 

11x-33=0 

XY¥=3 

2-3-3y-3=0 

—3y=-3 

vel 

Srodek okregu ma wspéirzedne S(3, 1). 



\ 

3. Geometria analityczna 

¢ Promien jest rowny odlegtosci punktu S od dowolnego punktu na okregu. Stad: 

PaiSAl= (oly tte ey ao 

e Rownanie okregu ma postac: 

(x—3)*+(y-1)?=5 

Il sposob 
Oznaczymy érodek szukanego okregu S(a, b). Poniewaz S(a, b) nalezy do prostej 

k: 2x — 3y —3 = 0, wiec wspétrzedne punktu S spetniaja rownanie prostej k. Wobec 

tego: 

2a—3b—3=0, skad 

2 
b= 2G= 1, Gani 3 yy. 

s[a5a-1) 
5 

Punkt S jest rowno odlegty od punktow Ai B, wiec: 

|AS| = |BS| 

Doe oe en ae rere 
e- +(3a- = (a 44) + (34 | 

Obie strony rdwnania sq nieujemne, wiec po podniesieniu ich do kwadratu mamy: 

4 
de dealer 50 4a+9=a?-8a4 16+ a? a+ 16 

-6a+10=-—a +32 

22 
—a=22 
3 

a=3 |AS| = V5 
Zatem 

2 
= 3 = 

3 

y= il 

Srodek okregu ma wspotrzedne S(3, 1). Promien jest rowny J. 

Rownanie okregu ma posta¢ (x — 3)?+ (y—1)*=5. 

Jak pamietasz, koto o Srodku w punkcie Si promieniu r to zbiér wszystkich punktow 
ptaszczyzny P, ktorych odlegtos¢ od Srodka S nie jest wieksza od r, czyli |SP| <r, r > 0. 

Opierajac sie na powyzszej definicji, tatwo wykaza¢, ze nier6wnosé 
(x—xJ*+ (yy)? <r’? opisuje koto 0 Srodku S(x, y,) i promieniu r, gdzie r > 0, 



Rownanie okregu. Nieréwnogé opisujaca koto Zoo 

Ponadto, po wykonaniu prostych przeksztatcen, mozna sformutowaé nastepujacy 
wniosek. 

AY 

P(x, y) 

5(X5 Ys) 

SV 

Wniosek: Jesli a*+ b*— 4c > 0, to nier6wnoSsé x*+y*+ ax + by +c <0 opisuje koto 

Va’ +b’ —4c 
o Srodku w punkcie S(x,, y,) i promieniu r, gdzie r = i eo: oraz. x= aes 

pe? Vs 5° 

Przyktad 4. 
RSME 

Podamy wspotrzedne srodka i dtugos¢ promienia kota opisanego nieré6wnoscia 

x+y*-4y+3 <0. 

Przeksztatcamy nierOwnos¢é x?+y?—4y+3 <0 wnastepujacy sposob: 

x+y? —4y+3<0 
———_——" 

Py 2) 44350 
SO 

eave 2)*= 1 
Srodkiem kota jest punkt o wspotrzednych (0, 2); promien kota jest rowny 1. 

Przyktad 5. 
GEER 

Proste k:x+1=0 i /:x+y—2=0 przecinaja sie w punkcie FE nalezacym do wne- 

trza kota (x + 4)*+ (y— 2)? < 58, dzielac je na cztery figury. Obliczymy pole figury 

ograniczonej przez te proste i tuk LK, gdzie L i K sq punktami wspolnymi 0 rzednych 

dodatnich, okregu kota i prostych odpowiednio / i k. Wynik podamy z doktadnoscia 

do jednego miejsca po przecinku. 

Koto ma Srodek w punkcie S(—4, 2). Promien kota jest rowny V58 . 
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Obliczamy wspolrzedne punktu E: 

x+1=0 x= =1 x=-1 
= > , 

x+y-2=0 V==xa2 a) 

stad 

E(-1, 3) 

Wyznaczamy wspoirzedne punktéw wspdolnych okregu 

o: (x + 4)?+ (y—2)*=58 iprostej I: y=-x+2. 

Mamy: 

2 D 2 2 2 2 
27 =a 22 56 +8x+16+x°=58 (x +4) +(y-2) 58 (x +4) +(-x+ ) =|" x x Pa 

y=-x4+2 Ve=sx 2 Y= eee 

yo 4x21 =0 pa aia sass: 
Ss Ss Vv 

y=-x+2 y=9 y=-1 

Zatem 

NEEM 

Wspotrzedne punktow wspolnych okregu i prostej k: x + 1=0 wynosza (-1,—5) 

oraz (—1, 9) (sprawdz!), wiec 

K(-1, 9) 

Sytuacje przedstawiong w zadaniu ilustruje ponizszy rysunek (figura pomalowana 

jest na niebiesko). 

Figura, kt6rej pole mamy obliczyé¢, sktada 

sie z trojkata LEK oraz odcinka kotowego f- 

Obliczamy pole P, ,, trdjkata LEK: 

EK=[0,6] EL=[-6, 6] 

_ L0G 
LEK en eats 

1 | 

— -|36|=18 \ 
Z 2 

at 

Pole P,odcinka kotowego fobliczymy jako réznice pola P,, wycinka kotowego odpo- 

wiadajacego katowi Srodkowemu a i pola P<, trojkata SKL, czyli 

Be tay = Leah 

(04 a Clone Sihawor 
fob re Tr? of = Siva =" , gdzie r— ien kot (eas [ ; ) g promien kota 
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Korzystamy ze wzoru na sinus kata utworzonego przez dwa niezerowe wektory 

SK [387] SL = [23471 

LESSEN) ee 
Noe Sen 5o 129 

Z tablic odczytujemy, ze a ~ 46°. 

sina (~ 0,7241) 

Zatem 

2 oF 

P,~ (58) {2 cee! 
360°— 58 

p,=se.( 23821 
180 58 

Pe 2,3 

Przystepujemy do obliczenia pola zamalowanej figury. 

P=Piggt Pp= 18+ 2,3, 

czyli 

Px 20,3 

Pole szukanej figury jest rowne okoto 20,3. 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Napisz r6wnanie okregu przechodzacego przez punkty A(0, 0), B(—6, 0), 

C(-6, 8). 

2. Podaj wspotrzedne Srodka i promien kota opisanego nieréwnoscia 

x?+y?—10x—-2y+19 <0. 

3. Napisz rownanie okregu o promieniu 6, wspotsrodkowego z okregiem 

. 01: xX? + y?— 2x + 6y + 5 = 0. Oblicz pole pierScienia kotowego ograniczonego 

tymi okregami. 

4, Udowodnij, ze jesli b 4 4a ia, b € R, to rownanie 

x? + y*— 4ax — 2by — 12a” + 8ab = 0 opisuje okrag. Podaj wspdéirzedne Srodka 

i dtugos¢ promienia okregu. 

5. Dane sq zbiory A= {(x, y): x? +y?— 6x— 2y +6 < 0} oraz 
B= {(x,y): x*+y?-12x-10y+45 < 0}. W prostokatnym uktadzie wspdtrzed- 

nych zaznacz zbiory: A, B, AU B, Ac B,A-—B oraz B-A. 

6. Srodek okregu nalezy do prostej /, o rownaniu x - 5y - 30 = 0, a okrag prze- 

chodzi przez punkty wspdlne prostej k: x - y - 1 = 01 paraboli y = x*- 6x45. 

Napisz r6wnanie okregu i oblicz pole trojkata rownobocznego opisanego na 

tym okregu. 
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Wzajemne polozenie prostej i okrequ. 

Styczna do okregu 

Prosta moze byé stycznq do okregu, sieczna okregu lub roztaczna z okregiem. Aby 

okreslié wzajemne potozenie prostej i okregu wystarczy obliczyé odlegtos¢ srodka 

okregu od prostej i poréwna¢ te odlegtosé z promieniem okregu. 

Przyktad 1. 

Okreslimy potozenie prostej /: 3x + 4y—2=0 wzgledem okregu 

o:x°+y*+2x+6y+1=0. 

Sprowadzamy najpierw rownanie okregu x*+y?+ 2x+6y+1=0 do postaci kano- 

nicznej 

(x+1)*+ (y+ 3)*=9, ‘ 

skad odczytujemy: wspolrzedne srodka okregu S(—1, —3), promien r jest rowny 3. 

Nastepnie obliczamy odlegtos¢ punktu S od prostej /. Mamy: 

|3-(-1)+4-(-3)-2| |-17] 17 32 

V3? +4 Zoe meosaae 

Poniewaz r= 3, zatem d(S, /) > r, czyli prosta / jest roztaczna z okregiem. Ponizszy 

rysunek ilustruje te sytuacje. 

dan 

Przyktad Za 

Wykazemy, ze prosta I: x +y=0 jest sieczna okregu x* + (y + 2)* = 4. Wyznaczymy 
wspotrzedne punkt6w wspélnych okregu i prostej. Nastepnie przez punkt K(-—5, 5) 
prostej / poprowadzimy styczna do okregu w punkcie Pi obliczymy dtugos¢ odcinka 
KP (bez obliczania wspotrzednych punktu P). 

Okrag ma Srodek w punkcie S(0, —2) i promien r= 2. 

jo-2| 2] 
Vieni V2 ve 

d(S, l= 



Wzajemne potozenie prostej i okregu. Styczna do okregu ZOoN 

G(Sal) meer, 

zatem prosta / jest sieczna okregu. 

Obliczamy wspotrzedne punktéw wspélnych prostej i okregu. 

xX+y=0 

x +(y+2yP =4 

y=-x 
x +(—x+2) =4 

Vans 

XZ) 0 

Re YW HS 

(Va eX: 

= fy =2 

y=0 ye2 

Prosta / ma z okregiem dwa punkty wspolne: A(0, 0) i B(2, —2). Sytuacje te ilustruje 

ponizszy rysunek. 

Aby obliczyé dtugos¢ odcinka KP, skorzystamy z twierdzenia o stycznej i siecznej. 

Mamy: 

|KP|?=|KB| - |KA| 
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Obliczamy dtugosci odcinkéw KB i KA: 

IKB| = (2+. 5Y + (2-5 = V49+49 = 2-49 =72 

KA\= (045) ©(On5) =V25425 =V2)25 =5 V2 
Zatem 

KP? =7V2 -5V2 

KP|?= 70 

Kes 70 

Dtugos¢é odcinka KP jest rowna V70. 

Przyktad 3. 

Wyznaczymy te wartosci parametru m, m € R, dla kt6rych rownanie. 

x? + y*- 2x + 4y-—m=0 opisuje okrag, a nastepnie zbadamy wzajemne potozenie 

prostej k:x+y—3=0 iokregu, w zaleznosci od wartoSci parametru m. 

Rownanie x?+ y?—2x+4y—m=0 jest rownaniem okregu w postaci zredukowanej, 

0 ile a*+ b*— 4c > 0, gdzie a=-—2, b= 4, c=—m. Mamy wiec 

(-2)?+ 42—4(-m) > 0, skad 

m>-5 

Jeslim © (—5, +00), to rownanie x*+ y?— 2x+4y—m=0 opisuje okrag. Wspotrzedne 

srodka S okregu i dtugos¢ promienia r obliczamy, korzystajac ze wzorow: 

a b Va’ +b — 4c 
== = = = Ola § 5 Ms 5 , 

Otrzymujemy: 

V44+16+4m re Sees S(1,-2), r= (1,-2) 7 

Aby okresli¢€ wzajemne potozenie prostej k: x +y—3=0 i okregu 

(x—1)?+ (y+ 2)’=m-+5, gdzie m é (—5, +0), rozwiazemy uktad r6wnan z parame- 
trem m: 

x+y -2x4+4y— 
x ae , gdzie m é€ (—5, +00). 

X+ y—-3=0 

Po podstawieniu (—x + 3) w miejsce y do r6wnania x*+ y?—2x+4y—m=0 otrzy- 

mujemy rownanie kwadratowe z parametrem m: 

x? + (-x + 3)?— 2x + 4(-x+ 3) -m=0, 

skad 

2x? —12x+21—m=0, gdzie m € (—5, +o) 



Wzajemne potozenie prostej i okregu. Styczna do okregu Zo9 

Liczba punktéw wspdlnych prostej k i okregu zalezy od liczby rozwiazah rownania 
kwadratowego. Obliczamy wyréznik r6wnania kwadratowego: 

A=(-12)?—4-2-(21—m) 

A=8m -— 24 

Prosta i okrag maja: 

e dwa punkty wspdlne wtedy i tylko wtedy, gdy 

[A>0 a me (-5,+»)] = [8m-24>50 ~ me (-5,+0)] & me (3, +0) 
e jeden punkt wspolny wtedy i tylko wtedy, gdy 

[A=0 a me (-5,+«)] = [8m-—24=0 a me (-5,4+0)] & m=3 
e zero punktow wspdlnych wtedy i tylko wtedy, gdy 

[A<0 a me (-5,+0)] = [8m-24 <0 A me (-5,+0)] & me (-5, 3) 

Prosta k:x+y—3=0 jest sieczna okregu wtedy, gdy m ¢€ (3, +00); 

jest stycznq do okregu wtedy, gdy m = 3; 

nie ma punktéow wspdlnych z okregiem wtedy, gdy m « (—5, 3). 

Przyktad 4. 
aa 

Prosta / 0 rownaniu 12x — 5y — 5 = 0 jest styczna do okregu o promieniu 2. Wyzna- 

czymy rownanie tego okregu, wiedzac, ze jego Srodek nalezy do prostej k o rowna- 

niu 2x—5y+5=0. 

Oznaczamy wspotrzedne S srodka okregu jako (a, b). Punkt S nalezy do prostej 

Key = ae + 1, wiec jego wspotrzedne mozna zapisa¢ w postaci 

fa, Za + 1 eda aeR 

Prosta /: 12x —5y—5 =0 jest styczna do okregu, zatem odlegtos¢ punktu S od pro- 

stej / jest rowna 2. Otrzymujemy rownanie: 

| 2 
p2-a-s-(Za+1}-s 

5 

12" + (-5) 

\10a —10| = 26 

la—1|=2,6 

ad=3,6.7 ad=—1,6 

* jeslia=3,6,tob=0,4- 3,64 1, czyli b = 2,44, zatem 

S,(3,6; 2,44) 

° jeslia=—1,6, tob=0,4-(-1,6)+1, czyli b = 0,36, zatem 

S,(-1,6; 0,36) 

— 2 
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Otrzymalismy dwa okregi spetniajace warunki zadania: 

0,3 (x— 3,6)*+ (v-2,44)2=4 oraz 0,:(x+1,6)?+(y—0,36)"=4 

Sytuacje te ilustruje ponizszy rysunek. 

Przyktad 5. 

Wyznaczymy rownania stycznych do okregu 0 rownaniu (x oe if + (y—1)?= 16, 

jesli styczne te sq nachylone do osi OX pod katem 120°. 

Stycznych do okregu szukamy wsrod prostych opisanych rownaniem y = ax + b, 

gdzie a=tg 120° ibe R. Ze wzoru redukcyjnego obliczamy wspotczynnik kierun- 

kowy prostej: 

a =tg 120° =-tg 60° =- 3 
Zatem rodzine prostych, wsrod ktorych szukamy stycznych, mozemy opisa¢ rdw- 

naniem 

y=-V3x+b 

Wiemy, ze odlegtos¢ srodka S(2 v3) 1) 1) okregu od stycznej jest rowna 4 (bo r= 4). 

Sprowadzamy réwnanie prostej do postaci ogdlnej V3x +y- b= 0 i korzystamy ze 

wzoru na odlegtosé punktu od prostej. Mamy: 

PaO pu 

Poniewaz d= r, wiec otrzymujemy rodwnanie 

7-4 
2 

=4 
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Teraz mozemy obliczy¢ wspétczynnik b: 

= bDi=8 

7—b=-8 v 7—b=8 

D5 Vv b=-1 

Otrzymalismy dwie styczne spetniajace warunki zadania: y =— V¥3x+15 oraz 

y= - (epeeik 

Przyktad 6. 

Wyznaczymy réwnanie okregu przechodzacego przez poczatek uktadu wspotrzed- 

nych i stycznego do prostych k: 4x+3y+25=0 oraz I:x—2=0. 

Okrag jest styczny do prostych kiloraz prze- 

chodzi przez punkt O, wiec jego Srodek S na- 

lezy do dwusiecznej p kata wyznaczonego 

przez proste ki /, w obszarze kt6rego znaj- 

duje sie punkt O (zobacz rysunek obok). 

Proste k:4x+3y+25=0 oraz /:x—2=0 wyznaczaja na ptaszczyznie cztery katy 

wypukte, kt6re mozna opisa¢é odpowiednimi uktadami nier6wnosci liniowych (na- 

pisz je!). Punkt O(0, 0) nalezy do kata opisanego uktadem nier6wnoSci 

KES. 

4 25 (sprawdz!) 
eee te: 

3 3 
Oznaczmy: S(a, b) — srodek szukanego okregu. Punkt S jest r6ézny od punktu M 

(punktu wspdlnego prostych k i /) i nie nalezy do ramion kata, zatem jego wspot- 

rzédne spetniaja warunki: 

; Aa 23 
a@<2 i b>==—a-—, 

; 3 5 
czyli 

(a) a<2 i 4a+3b+25>0 

Z warunk6éw zadania wiemy, ze srodek S(a, b) okregu jest rowno odlegty od pro- 

stych kil, wiec 

|4a + 3b + 25] 
= a= 

|4a+3b+25|=S5la— 2| 

2| 
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Z zatozenia (*) mamy: 

4a+3b+25 > 0, wiec |4a+3b+25|=4a+3b+25 

a < 2, wiec 5ja— 2|=—5a+ 10 

Otrzymujemy: 

4a 4+ 3b+25=—5a+ 10 

(1) 3a+b+5=0 

Ponadto odlegtosé Srodka okregu S(a, b) od punktu O(0, 0) jest rowna odlegtosci 

punktu S od prostej / (k). Zatem 

d(S, I) =|SO| 

la—2|= va* +b’ 

Po podniesieniu stron rownania do kwadratu (obie sa nieujemne) otrzymujemy 

rownanie rownowazne danemu: 

(a—2)?=a?+b? 

a’—4a+4=a*+b? 

(2) b?+4a-4=0 

Warunki zadania sq spetnione wtedy i tylko wtedy, gdy: 

(1) 3a+b+5=0 

a b’ +4a-4=0 

Otrzymany uktad rownan rozwiazemy metoda przez podstawienie. Z pierwszego 

rdwnania wyznaczamy b =—3a—5 i podstawiamy (—3a — 5) do drugiego rownania 

w miejsce b. Mamy 

(-3a—5)*+4a—-4=0 

9a*+ 34a+21=0 

A=400 VA=20 

7 
a,=-3, a,=-— 

=| 

Jesli a=—3, to b=-3 - (-3) —-5 =4, czyli 

S,(-3, 4) 

re vi i) 
Jeslia=——,tob=-3- = aah 

9 ) 5 

Ss | se i 22) 
9 2 

Otrzymalismy dwa okregi spetniajace warunki zadania: jeden 0 srodku 5;(-3, 4), 

drugi o srodku S, [2 Pe 22): 
9 3 
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Obliczamy promienie r, ir, tych okregow: 

3 ) 9 

r= (-3F +4 - 25 =5 z = (2) (2) - 1625 _ 25 3! 

81 

Warunki zadania spetniaja okregi: 0,: (x + 3)?+ (y—4)?=25 oraz 

yan D625 
Ons || Mes || se ED |) SS, 

: [ | [> | 81 
Sytuacje te przedstawia rysunek 

obok. 

Sprawdz, czy rozumiesz 

‘ 

a) kixty—2=0 o:x°+y?+ 6x+4y+4=0 

N 

Okresl wzajemne potozenie prostej i okregu, jeSli: 

b) k:3x-—4y+12=0 o:x?+y?—8y+1Z=0 

. Wykaz, ze prosta k:x—y=0 jest styczna do okregu x*+ y?—2x+10y+8=0. 

Oblicz wspotrzedne punktu stycznosci. 

. Wyznacz zbidr tych wartosci parametru m, m é€ R, dla ktorych rownanie 

x?+ y2—12x+4y+m’?—1=0 opisuje okrag. Zbadaj wzajemne potozenie pro- 
stej k: 4x —3y—5 =0 iokregu w zaleznosci od wartosci parametru m. 

Napisz r6wnania stycznych do okregu 0 rownaniu (x + ng + (y — 4)?= 16 

i nachylonych do osi OX pod katem 150°. Podaj te rownania w postaci kierun- 

kowej. 

. Napisz réwnania stycznych do okregu 0 réwnaniu x°+ y*+ 8x—2y+4=0 

przechodzacych przez punkt A(3, 10). Podaj te rownania w postaci ogolnej. 

243 
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Wzajemne potlozenie dwoch okregow 

W klasie pierwszej poznates twierdzenia, kt6re pozwalajq okresli¢ wzajemne poto- 

zenie dwoch okregow. Przypominamy — dwa okregi 0,(S,, r,) i 02(S>, rz): 

e sq roztaczne zewnetrznie wtedy i tylko wtedy, gdy |S,S,| > r, +r, 

e sq styczne zewnetrznie wtedy i tylko wtedy, gdy |S,S,| =r, +r, 

e przecinaja sie wtedy i tylko wtedy, gdy |r,—r,| < |S,S,| <r, +r, 

° sq styczne wewnetrznie wtedy i tylko wtedy, gdy |S,5,| =|r,—r,| #0 

° sq roztaczne wewnetrznie wtedy i tylko wtedy, gdy |S,S,| < |r,—r)|. 

Przyktad 1. 

Okreslimy wzajemne potozenie dwoch okregow 

0 x2+y?—-2J3x+2=0 oraz o,: (x—2)?+ (y+ 3)?=25. 

Po sprowadzeniu réwnania okregu o, do postaci kanonicznej 

(x =i 3 y +y°=1 

stwierdzamy, ze srodek okregu ma wspotrzedne Si ¥3, 0), natomiast r, = 1. Okrag 

o, ma Srodek w punkcie S,(2, —3) i promien r, = 5. Odlegtos¢ miedzy srodkami okre- 

gow 0,10, wynosi: 

IS,S,|= (2-v3) +9 = J16-4y3 = 24-3 

Obliczamy sume promieni 

r,+1,=6 

oraz wartos¢ bezwzgledna réznicy promieni 

a 4 

Latwo stwierdzic, ze 

IS{S_) <r +r, 

Poréwnajmy wiec liczby 4 oraz 2/4 — v3. Zauwazmy, ze 

Aiea Bie depen 

2V4-\3-<2-2 

2V4-V3 <4, czyli 

|S,S5| < [ry —1,| 

Okregi 0, i o, sq roztaczne wewnetrznie. 



Wzajemne potozenie dwéch okregow AAS 

Przyktad 2. 
GEMS: 

Wyznaczymy te wartosci parametru m, m € R, dla ktérych okregi 
01: (x + 2)*+ (y—m)*=9 i 05: (x+m)? + (y—1)?=4 maja tylko jeden punkt wspélny. 

Dwa okregi maja jeden punkt wspélny wtedy i tylko wtedy, gdy sq styczne we- 
wnetrznie lub sq styczne zewnetrznie. Srodkiem okregu 0, jest punkt S,(—2, m), 

promien r, jest rowny 3, a Srodkiem okregu 0, jest punkt S,(—m, 1), a promien r, 
tego okregu jest rowny 2. 

Rozwazymy dwa przypadki: 

I. |S,S,|=r,+r, (okregi sq styczne zewnetrznie) oraz 

I]. |S,S,| = |r,—r,| (okregi sa styczne wewnetrznie). 

Ad I. 
Obliczamy: 

IS,Sol = J(-m + 2) + (1—m)? = V2m? -6m+5 

(ete alae Ata 

Zatem 

|S,Sp| =r, +12, 

czyli 

V2m* —6m+5 =5 

Po podniesieniu obu stron rownania do kwadratu (obie strony sq dodatnie) otrzy- 

mujemy rdwnanie rownowazne danemu: 

2m?—6m+5=25, 

skad 

m?—3m—10=0 

(m—5)(m+2)=0 

iS Via 

° Jeslim=5, to otrzymamy dwa okregi 

Cree 2) (y= 5) 91,0); (x4-9)24 (y= 1)°— 4, 

ktore sq styczne zewnetrznie. 
e Jeslim=-—2, to otrzymamy dwa okregi 

On (2) Hy -2)-= 9701 02: (x= 2)*+ (y= 1)*=4, 

kt6re sq styczne zewnetrznie. 
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Ponizsze rysunki ilustruja te sytuacje. 

ese AY m=—2 i 

Ad II. 

Okregi 0, io, sq wewnetrznie styczne wtedy i tylko wtedy, gdy |S,S,| = |r, —r,]. 

Otrzymujemy rownanie 

V2m’ -6m+5 =1, 

skad 

m?—3m+2=0 

(m—2)(m—1)=0 

ibs NF Aiea 

¢ Jeslim=2,to mamy okregi 0,: (x+ 2)*+ (y—2)?=9 oraz o,:(x+2)*+(y—1)?=4. 

¢ Jeslim=1,to mamy okregi 0,: (x+2)*+ (y—1)?=9 oraz o,:(x+1)?+(y—-1)?=4. 

Sytuacje, w ktorej okregi 0, io, sa wewnetrznie styczne, ilustruje rysunek ponizej. 

m=2 AY 

x<V 
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Przvktad 3. 

Udowodnimy, ze obrazem okregu_ o: (x — 1)?+ (y + 2)?=1 w przeksztatceniu P 
okreslonym wzorem P((x, y)) = (2x + 1,3 — 2y), gdzie x, y € R, jest okrag. Nastepnie 
zbadamy wzajemne potozenie obu okregéw na plaszczyznie i wyznaczymy réwna- 

nie osi symetrii figury bedacej suma danego okregu i jego obrazu. 

Wezmy dowolny punkt A(x, y) nalezacy do danego okregu. Jego obrazem w prze- 

ksztatceniu P jest punkt A,(x,, y,), gdzie 

ke eke 1 Y= 3 —2y. 

Z otrzymanych zaleznosci wyznaczamy xi y, a nastepnie podstawiamy do réwnania 

danego okregu. Otrzymujemy: 

Kote Loe Say, 
x= — i y= ——+ 

iz if Z 

2 att 
[4 -1] (Soe 42) = 

2 2 

(x, -3) Jue 

4 4 

(x, - ayes i= 124 

Otrzymane réwnanie jest rownaniem okregu. 

Obrazem okregu o Srodku S(1, —2) i promieniu r = 1 jest okrag o Srodku S,(3, 7) 

i promieniu r, = 2, co konczy dowdd. 

=1 /-4 

Obliczamy odlegtos¢ miedzy srodkami okregéw 

SSM (3 ol ei 2) 85, zas ir, i= 3: 

Poniewaz |SS,| > r, +r, wiec okregi sq roztaczne zewnetrznie. 

Okrag i jego obraz maja rozne srodki i rézne promienie, zatem figura bedaca sumq 

tych okreg6w ma tylko jedna oS symetrii. Jest niq prosta k przechodzaca przez 

punkty S(1, —2) i 5,(3, 7). 

Wyznaczamy spotczynnik kierunkowy prostej k. 

=e) 
3—1 2 

Rownanie prostej k ma postac: 

y-7= = (3), czyli 

1 1 
=4-X=6-— 

4 2 2 
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Os symetrii figury bedacej suma danego okregu i jego obrazu w przeksztatceniu P 

Hones 1 1 
opisuje rownanie y= 4 —6 eS 

Przyktad 4. 
Rs 

Wyznaczymy wsp6olrzedne punkt6w wspolnych dwoch okregow: 

0,:x°+y*—4y=0 oraz o,: x*?+y*— 8x—12y + 32 =0. 

W tym celu rozwiazemy uktad rownan: 

x ys ay 0 

ie Sip = Bx Ip yea2 = 0 

—4y+ 8x+12y-—32=0 Odejmujemy rownania uktadu stronami i porzadkujemy 
Gy 4 8y m= () /: 8 otrzymane rownanie. 

x+y-4=0 : 
a 4-0 Z otrzymanego rdwnania i dowolnego z rownan wyjscio- 

[x 0 ear wego uktadu rownan tworzymy nowy uktad rownan, kto- 

|x? a y =p ati) ry rozwiazujemy metoda podstawiania. 

[y=-x+4 v= a4 | es Se 

2 2 Sse 2 2 = 2 
x+y —4y=0 x +(-x +4) — 4(-x + 4) =0 x —2x=0 

==x+4 =0 =i, of x of [x 
V 

X=O0Vx=2 y=4 ly =2 

Okregi przecinaja sie w dwoch punktach A(0, 4) i B(2, 2). 

Przyktad 5. 

Wyznaczymy rownanie zbioru srodkéw wszystkich okregow stycznych zewnetrz- 

nie do okregu o: x* + (y+ 3)*=4 ijednoczesnie stycznych do prostej k: y—2=0. 

Najpierw wykonamy rysunek ilustrujacy tres¢é zadania. 

Ay 

k:y—2=0 
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Niech punkt S)(xp, yo) bedzie jednym z nieskofczenie wielu srodkéw okregow 
stycznych do prostej k: y=2 ijednoczesnie stycznych do okregu o srodku S(0, —3) 
i promieniu 2. Zauwazmy, ze rzedna Srodka kazdego z takich okregéw jest mniejsza 
od 2, wiec 

Vy<2 

Okrag 0 Srodku So(Xp, Yo) jest styczny do prostej k: y— 2 = 0, wiec odlegtos¢ srodka 

So od prostej k jest rowna promieniowi okregu r. Mamy: 

Yo 2 és 

V0" +1’ 

Okrag 0 srodku S)(Xp, Yo) i promieniu r= 2 —y, jest styczny zewnetrznie do okregu 0 

Srodku S(0, —3) i promieniu 2, zatem 

ISpS| = 2 —Yp + 2=4—Yo, 

czyli 

2 2 ; (x +(3+y,) =4-Yo, gdziey, <2 

Po podniesieniu stron réwnosci do kwadratu (obie sa dodatnie) otrzymujemy réw- 

nos¢ rownowazna dane}: 

Xo + (3 + Yo)? = (4 -Yo)? 

Xo° + 9 + 6Yy+ Yo? = 16-—8y,+ Yo", skad 

14y,=-x,°+7 

r=d(S,, k) = Vo 2|, edzie Yo < 2, wiec = 2 Shy 

Srodki wszystkich okregéw stycznych zewnetrznie do okregu o: x? + (y + 3)?=4 

i jednoczeSsnie stycznych do prostej k: y—2=0 naleza do paraboli 0 rownaniu 

pl 
peg ih 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Okresl wzajemne potozenie okregow 0, i 0, jesli: 

a) 0,:x2+y*—4x+ 6y+4=0 i 0:x*+y?—-2x+2y+4=0 
b) 0,:x2+y2+6x+5=0 i 0,:x*+y?+4x-2y—3=0 
C) 0,:x2+y?+ 8x—4y=0 i 0,:x*+y?—8x-12y+32=0. 

2. Wyznacz te wartosci parametru m, dla ktorych okregi 

0,:x2+y?—4mx — 2y + 4m?—3 =0, 0,:x? + y? + 6x + 2my + m*+ 8=0 sa roz- 

taczne zewnetrznie. 

3. Wyznacz wspotrzedne punktéw wspolnych dwoch okregow 

0,: (X—3)?+ (y—6)7=73, 05:x? + y? — 6x + By + 12 =0. 

4. Wykaz, ze obrazem okregu 0: x*+ y°—2x + 4y—4=0 w przeksztatceniu okre- 

glonym wzorem P((x,y)) = (-x%, y + 1), gdzie x, y € R, jest okrag przystajacy 

do danego. Napisz rownania osi symetrii figury bedacej suma danego okregu 

i jego obrazu. 
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Jednoktladnosc. 

Jednokladnosé w uktadzie wspolrzednych 

W klasie pierwszej poznates rézne przeksztatcenia ptaszczyzny. Niektore z nich, 

takie jak: symetria osiowa wzgledem prostej, symetria Srodkowa wzgledem punktu 

czy przesuniecie r6wnolegte o wektor, zachowuja odlegtos¢ miedzy punktami i na- 

zywamy je izometriami. Inne nie zachowuja odlegtosci miedzy punktami, np. rzut 

rownolegty na prosta czy powinowactwo prostokatne o danej osii skali roznej od 1 

i roznej od (—1). Sa to przeksztatcenia nieizometryczne. 

W tym temacie poznasz okreSslenie i wtasnoSsci jeszcze jednego przeksztatcenia 

ptaszczyzny zwanego jednoktadnosciga. 

Definicja 1. 

Jednoktadnoscia o Srodku w punkcie S i skali k, k 4 0, nazywamy etic prze- 

ksztatcenie ptaszczyzny, ktdre kazdemu punktowi A ptaszczyzny przyporzadko- 

wuje t taki punkt Dag ze 

SA, Se 

JednoktadnoS¢ taka bedziemy oznacza¢é J<. Punkt A, nazywamy obrazem punktu A. 

Przyktad iit 

Na ptaszczyznie dany jest punkt S oraz punkt A, rozny od S. Znajdziemy obraz A, 

punktu A w jednoktadnosci 0 Srodku w punkcie Si skali: 

a) k=2 b) k=-3. 
Ada) Ad b) 

= Be 

yo ; hes \ 
S ak 

Z. definicji jednoktadnosci: Ae ads (A) W tym przypadku A, = J; (A), wiec 
wtedy i tylko wtedy, gdy SA, =2 «SA. Za- SA, =~3- SA. Zatem punkt A, znajduje 
tem punkt A, znajduje sie na prostej SA, sie na prostej SA, po przeciwnej stronie 
po tej samej Serr punktu Sco punktA punktu S niz punkt A oraz 
oraz |SA,| = 2 - |SA|. |SA,| = 3 - |SAl. 

Zauwaz, ze jednoktadnoé¢ o skali 1 jest przeksztatceniem tozsamosciowym, nato- 
miast jednoktadnoSsé o skali —1 jest symetria srodkowa (wzgledem srodka jedno- 
ktadnosci). 
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Poznamy teraz twierdzenia charakteryzujace jednoktadnoSé. 

Twierdzenie 1. 

Obrazem wektora AB w jednoktadnoéci J* jest wektor do niego rownolegty A,B, 

gdzie A,= Ji (A)iB, = J (B). Ponadto |4,B,| =|k\ - |AB]. 

Zatozenie: Apa (Ales 9 (8), kK 0 

Teza: A,B, =k- AB i |A,B,| = |k| - |AB| 
Dowédd: 

Zauwazmy, ze A,B, =A,S + SB, 

czyli A,B, =-SA, + SB,. 
Z definicji jednoktadnoSsci wiemy, ze 

Gwe k- SA i SB, = SB, zatem 

A,B, =-k-SA+k-SB 

Aa AS io SB 

A,B, =k- (AS + SB) 

A.B, =k-AB, skad wynika, ze wektory A,B, i AB sq rownolegte 

oraz A,B, | =|k| - |AB , co konczy dowdd. 

Twierdzenie 2. 

Jesli A, = Ji (A) i B, = J§ (B), A #B, to obrazem prostej AB w tej jednoktadnosci 

jest prosta A,B, rownolegta do prostej AB, zas obrazem odcinka AB — rownolegty 

do niego odcinek A,B,. 

Zatozenie: Ane (AN, 2) (BD); ae 0 
Teza: prosta A,B, jest rownolegta do prostej AB i odcinek A,B, jest 

rownolegty do odcinka AB 

Dow6éd: 

Punkt X lezy na prostej AB wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka liczba p, dla ktorej 

AX =p -AB 

Niech X, = J< (X). Z poprzedniego twierdzenia wynika, ze 

awe Ay. czyli A,X,=k- (p- AB) 

Otrzymujemy: 

A,X, =k: (p- AB) =p-(k- AB)=p- A,B, 
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wiec X, nalezy do prostej A,B;. Zatem punkt X nalezy do prostej AB wtedy i tylko 

wtedy, gdy punkt X, nalezy do prostej A,B,, co dowodzi, ze (wobec réwnolegtosci 

wektorow AB i A,B.) proste ABi A,B, sa rownolegte. 

Podobny dowéd mozna przeprowadzi¢ dla odcinka. 

Prawdziwe jest rowniez kolejne twierdzenie, ktore przyjmujemy bez dowodu. 

Twierdzenie 3. 
Obrazem kata w jednoktadnoSci jest kat do niego przystajacy (czyli kat o tej sa- 

mej mierze). 

Definicja 2. 

Figury F, i F, nazywamy figurami jednoktadnymii, jesli istnieje jednoktadnosé 

Jé przeksztatcajaca figure F, na F,. 

Ponizsze rysunki ilustruja pary figur jednoktadnych. Punkt S na kazdym rysunku 

oznacza Srodek jednoktadnosci. 

b) 

Rozpatrzymy teraz jednoktadnos¢ na ptaszczyznie z prostokatnym uktadem wspot- 

rzednych. Zatézmy, ze dany jest punkt A(x, y) oraz punkt S(a, b). Rozwazymy jed- 

noktadnos¢ o Srodku w punkcie Si skali k, k # 0. Wyznaczymy wspotrzedne obrazu 

A, (x, y,) punktu A w tej jednoktadnosci. 

Z definicji jednoktadnosci: A, = J{ (X) wtedy i tylko wtedy, gdy SA, =k+ SA. 

Obliczamy wspotrzedne wektorow: 

SA, =[xX,-—a,y,—b] oraz We [x—a,y—b] 

Zatem 

[x,-a,y, —b] =k: [x—a, y—b] 

[x, —@, y, — b] = [kx — ka, ky — kb], 

skad 

X,-@=kx—ka i y,—b=ky—kb 

X,=kx-ka+a i y,=ky—kb+b 

X,=kx+(1—-k)a i y,=ky+(1—-k)b 

Udowodnilismy twierdzenie. 
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Twierdzenie 4. 

Obrazem punktu A(x, y) w jednoktadnoésci 0 Srodku S(a, b) i skali k, k # 0, jest 
punkt A,(x,, y,), dlakt6rego x,=kx+(1—-k)a i y,=ky+(1—k)b. 

Z powyzszego twierdzenia wynika nastepujacy wniosek. 

Wniosek: W jednoktadnoSci 0 srodku O(0, 0) i skali k, k# 0, obrazem punktu A(x, y) 

jest taki punkt A,(x,, y,), dlaktérego x,=k-x i y,=k-y. 

Przyktad 2. 
RIS 

Wyznaczymy wspdotrzedne wierzchotkéw oraz pole tréjkata A,B,C,, ktory jest 

obrazem tréjkata ABC, w jednoktadnosci J,”°, gdzie O(0, 0), wiedzac, ze A(3, 0), 

B(6, 6), C(-4, 5): 

Wspoirzedne wierzchotkow trdjkata A,B,C, obli- 

czamy, korzystajac z wniosku: 

1 1 1 
A,| -~—:3, -—-0],czyliA,| -1— ,0 
[ ep i i 2 

il i 
B,| -—-6, ——-6 |, czyli B,(—3, -3) i 5 5 YH Dy 

1 if il 
(& . 4), Si PEZV MN Gale, —1 = { (=a), -3 : i | 

ie a 
Troéjkat A,B,C, jest podobny do trdjkata ABC w skali k, = LS = a (dlaczego?). Zatem 

i 13 oe Oll ane L Sl 

Pane, < 4 Parc ABC — sl; \ = 2 Oita lax o stad 

ANS Lea 1 3 
P eS eS 
A,B,C, 4 YD 8 8 

z 1 i 
Wierzchotki tréjkata A,B,C, maja wspolrzedne A, (15 ; 0, B,(-3,-3), ¢, pa : 

; 3 
Pole tréjkata A,B,C, jest rowne 6 

Prawdziwe jest twierdzenie. 

Twierdzenie 5. 

Dowolne dwa okregi sa jednoktadne. 
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Przyktad 3. 

W prostokatnym uktadzie wspotrzednych dane sa dwa okregi 0,: (x—1)*+ (y—2)*=1 

oraz 0,: (x + 4)?2+ (y+ 1)?=9. Wiadomo, ze 0,= J§ (0,), gdzie S(a, b) ik # 0. Wyzna- 

czymy wspotrzedne srodka jednoktadnosci S oraz skale jednoktadnosci k. 

Rozwazymy dwa przypadki: 

I. skala jednoktadnosci jest liczba dodatnia oraz 

II. skala jednoktadnosci jest liczba ujemna. 

Okrag o, ma Srodek w punkcie O,(1, 2) i promien r, = 1; okrag 0, ma Srodek w punk- 

cle 05 (]4, = 1) promicny,—o. 

Niech punkt S(a, b) bedzie srodkiem jednoktadnosci o skali k, k # 0, kt6ra prze- 

ksztatca okrag 0, na okrag o0,. Na okregu 0, wybieramy dowolny punkt A,; punkt A, 

nalezacy do okregu o, jest obrazem punktu A, w tej samej jednoktadnosci. 

(Omg L Olaz On| =i 

Z twierdzenia 1. wiemy, ze |0,A,| = |k| - |O,A,]|, czyli 

ki =3 
Zatem w | przypadku skala jednoktadnosci jest rowna 3, a w II przypadku skala 

jednoktadnosci jest rowna —3. Sytuacje te ilustruja ponizsze rysunki. 

lprzypadek  (k=3 

Aby obliczy¢é wspotrzedne srodka jedno- 

ktadnosci S(a, b), skorzystamy ze wzo- 

row z twierdzenia 4. 

Otrzymujemy: 

—4=3-1+(1-3)a 

—1=3-2+(1-3)b 

ey LHe 
ei se 

Siete bass 

‘ ae deren 
Srodek jednoktadnosci to punkt s{35. 3), a Skala tej jednoktadnoSci jest rowna 3. 

Ilprzypadek k=-3 

Po zastosowaniu wzorow z twierdzenia 4. 

mamy: 

—4=—-3-T+(1+3)a 

Sl 342 48( 1 -3)b 

Pe 1 

-1=4a hak 

eee mse H 
= b=1-— 

Srodek jednoktadnosci S ma wspotrzedne [-+. 13), zas Skala jednoktadnosci jest 
rowna —3. ie 
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Rozwigz to samo zadanie, przyjmujac, ze okrag 0,: (x—1)?+ (y—2)?=1 jest obra- 
zem okregu 0,: (x + 4)*+ (vy + 1)?=9 w jednoktadnoéci o grodku w punkcie S(a, b) 
iskalik,k#0. 

Przyktad 4. 
De 

Znajdziemy obraz paraboli o r6wnaniu y = x? w jednoktadnosci J, gdzie O(0, 0). 

Wezmy dowolny punkt A(x, y) danej paraboli. Jego obrazem w tej jednoktadnosci 

1 
bedzie punkt A,(x,, y,), przy czym x, = 2xiy, = 2y, skad x= ee Vi gui 

al al 
Punkt A [ox ; a nalezy do paraboli 0 rownaniu y = x’, wiec 

1 ay 1 
as (x) , czyli y,= eae 

Rownanie y, = ; (x,)* jest rownaniem paraboli, ktéra jest obrazem paraboli y = x* 

w jednoktadnosci J. Aby obie parabole mozna byto narysowa¢ w jednym uktadzie 

il 
wspotrzednych, rownanie obrazu paraboli zapiszemy w postaci y = p Xe 

Z przykiadu 4. wynika nieoczekiwany wniosek: parabole opisane rownaniami y = x’ 

iy ae sa podobne. Co wiecej, dowolne parabole sq podobne, poniewaz parabola 
js 

ne. ot 
y= ax’, a+ 0, jest obrazem paraboli y = x’ w jednoktadnosci 0 Srodku O(0, 0) i skali — 

a 

(sprawdz!). 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Trdjkat ABC, gdzie A(—2, 1), B(3,—2), C(1, 4) przesunieto rownolegle o wektor 

u = [-3, -4] i otrzymano trojkat A,B,C,, ktory przeksztatcono w 1s gdzie 

5(5, —1), otrzymujac trojkat A,B,C,. Wyznacz wspolrzedne wierzchotkow 

i pole trojkata A,B,C). 
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Zastosowanie analizy matematycznej w rozwia- 

zywaniu zadan z geometrii analitycznej 

Przvktad 1. 

Na wykresie funkcji f(x) = ra — 2x wyznaczymy wspoirzedne takiego punktu P 

o odcietej a, a € (0, 8), ze styczna do paraboli w punkcie P wraz z prostymi 0 row- 

naniach: x= 0, y=0 i x=4 ogranicza trapez o najmniejszym polu. Wyznaczymy 

pole tego trapezu. 

: , 1 
Zapiszemy wzor funkcji f w postaci iloczynowej: f(x) = oes — 8). Funkcja f ma 

dwa miejsca zerowe 8 oraz 0. Wierzchotek paraboli bedacej wykresem funkcji fma 

wspotrzedne (4, —4) 

Sytuacje opisana w zadaniu ilustruje ponizszy rysunek. 

AY x=4 

f= $x 2X 

Rozwazmy trapez OABC przedstawiony na rysunku. Oznaczamy wsp6trzedne punktu 

Hees 
Plaga - 2a, edzie a € (0, 8) 

Wyznaczamy, w zaleznosci od a, rownanie prostej k stycznej do paraboli w punkcie P. 
Obliczamy pochodna funkcji 

fix 78 -2X 

Otrzymujemy: 

aS bade 5x2 

Wspotczynnik kierunkowy stycznej jest rowny f'(a), mamy: 

f'(a) = 5a —2 
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Prosta k przechodzi przez punkt Pla a — 20| , Zatem rownanie stycznej ma posta¢: 

18% ak 
=) —d —20) =) —q-— 21 (x=a), skad 

a a | [ | ere 
il 1 1 

=| —a-2 |x-— —a*+2a+ —a?-2a, czyli 
E 2 4 : 

a—4 

2 

i 
-x-—a@? v= 

Obliczamy wspotrzedne wierzchotkéw Bi C rozwazanego trapezu. 

Wierzchotek C jest punktem wspolnym stycznej k i osi OY. Stad 

xa 
: ‘ee 

a—-4 1 czy c[0,-40") 
y = 2 = =| 4 

2 

Wierzchotek B to przeciecie prostej o rownaniu x = 4 z prosta styczna. Zatem 

x=4 x=4 x=4 

a—4 ie a4 ‘hes ik , stad 
= Ne aE! = -4-—-a@ SSS EP U6 = 25) 

4 2 4 z 2 a 4 

B40 20 = s| 
4 

Pozostate wierzchotki trapezu to O(0, 0) i A(4, 0). 

Pole S trapezu OABC wyraza sie wzorem 

|Oc| +|AB| 
S= ——— .:|OA|, gdzie 

Z 

ih 
|OC| = eae — a’, 

4 4 

es |AB| = to + 2a-—8|,|OA|=4, stad 

eats ds + eas 20-8 

S(a}= 5 -4, czyli 

1 ile 
5(a)= athe ri +2a—8], gdziea é (0,8) 

Zauwazmy, ze wyrazenie 4 a’+ 2a — 8 jest ujemne dla dowolnej liczby a (A =—4, 

—4 < 0, wspotczynnik przy a’ jest ujemny), zatem 
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LS reece are meh 
4 4 

Pole trapezu OABC wyraza sie wzorem 

Sie: 5a Ze [ae —2a+ 8], czyli S(a)=a*—4a + 16, gdzie a € (0, 8). 

Pole trapezu jest najmniejsze wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja kwadratowa 

S(a) =a?— 4a + 16 przyjmuje najmniejszq wartos¢ w przedziale (0, 8). Ma to miejsce 

dla argumentu 2 (uzasadnij to doktadnie!). Wowczas punkt P ma wspotrzedne (2, —3). 

Pole trapezu jest rowne: 

S(2) 22?=4-2-416= 12 

Pole trapezu jest najmniejsze wtedy, gdy styczna do paraboli poprowadzimy 

w punkcie P(2, -3). Najmniejsze pole jest rowne 12. 

Przyktad 2. 

Wsrod prostokatow, kt6rych dwa wierzchotki naleza do paraboli 0 r6wnaniu 

y =2-x’,a dwa pozostate leza na prostej k: y+ 3 = 0, znajduje sie taki, kt6rego pole 

jest najwieksze. Wyznaczymy wspdoirzedne wierzchotkow tego prostokata i obli- 

czymy jego pole. 

Sytuacje przedstawiong w tresci zadania ilustruje ponizszy rysunek. 

Niech punkt A(x, 2 — x’), gdzie x > 0, bedzie jednym z wierzchotk6éw prostokata, 
ktory nalezy do paraboli 0 r6ownaniu y = 2 — x. Wowczas wierzcholek B, ktory jest 
symetryczny do A wzgledem osi OY, ma wspotrzedne (—x, 2 — x?). 
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Pozostate dwa wierzchotki naleza do prostej k: y + 3 = 0, zatem ich wspolrzedne 
majq postac C(—x, —3) oraz D(x, —3). Prosta k przecina parabole w punktach EF i F, 
ktorych wspoirzedne obliczymy, rozwiazujac uktad rownan: 

ee Km oe ie ee De. a 2 Sie 

Zatem E( J5, -3) oraz F(-V5 ; 3): Poniewaz wierzchotki Ci D prostokata znajduja 

sie na prostej k pomiedzy punktami Fi F, wiec 0 < x < Aloe 

Pole P prostokata ABCD wyraza sie wzorem 

P=|AB| - |AD|, gdzie 

\AB| = Jex-xf + (2-2-2448) = V4x? =2|x|=2x, box (0, V5) 

|AD| = {e-xF HB-B Ae h = (x?-5)° ai eel, V5) 

Pole prostokata w zaleznoSsci od x wyraza sie wiec wzorem: 

P(x) = 2x(5 — x’), czyli 

P(x) =—2x?+ 10x, gdzie x € (0, V5) 

Funkcja pola jest funkcja wielomianowa, a wiec ciagta i r6zniczkowalna. 

Obliczamy pochodna funkcji P(x) = —2x? + 10x, x € (0, V5 ). Otrzymujemy: 

P'(x) =—6x?+10,xe€ (0, V5) 

Obliczamy miejsca zerowe pochodne): 

|-6x?+10=0 A x (0, Js)| oS x = 2x (0,5) = 

So [7B B) ox <(058) ES a) 
3 3 

[P(x <0 r xe(0, 5)) | oer 2) 

oxe(B) 

panne EB) ono 
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iL Napa ets BY, 
Dla argumentu st funkcja y = P(x) przyjmuje najwieksza wartosc: 

: eos :-(2) BAG 288 2A 
max 3 fast Fa a ae 

3 3) 9 3 

20V15 
. Wierzchotki tego prostokata Pole najwiekszego prostokata jest rowne 

majq wspolrzedne 

{BB} EF) a3 3 a 3 

Przvyktad 3. 

4 . 
Wyznaczymy na gatezi hiperboli o rownaniu f(x) = —, gdzie x € (0, +99), taki punkt P, 

x 

ktorego odlegtos¢ od punktu A(—3, 3) jest najmniejsza. 

| sposob — skorzystamy z rachunku pochodnych. 

Oznaczmy wspolrzedne punktu P nale- 

zacego do hiperboli jako Pl x =| , gdzie 
x 

x € (0, +00). 

Wowczas odlegtosé punktu A od P wyra- 

za sie wzorem A(-3, 3) 

|AP| = ,/(x +3) +(4-3) 
x <V 

ari = J HOO eee 
Xe x 

2 

4 3 ho riz + 6x? +18x? —24x +16 
x 

Rozwazamy funkcje wymierng 

x" + 6x° +18x* —24x +16 ; 
Gxo= ; , okreslona w przedziale (0, +00). 

x 

Zauwaz, ze funkcja ,pierwiastek kwadratowy” (y = Jt ) jest funkcja rosnaca. Zatem 

funkcja y = g(x), x © (0, +), przyjmuje najmniejsza wartosé wtedy, gdy funkcja 
Y =g(x) przyjmie najmniejszqa wartos¢. Wyznaczymy wiec taki argument, dla kt6re- 
go funkcja y = g(x) przyjmuje najmniejszq wartoSsé. 
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Funkcja g, jako funkcja wymierna, jest ciagta i rézniczkowalna. Obliczamy pochod- 
na funkcji g: 

aoe (4x° + 18x? + 36x — 24)- x’ —(x* +.6x? + 18x? — 24x + 16) -2x 
4 

x 
2x" + 6x? + 24x — 32 

g(x) = a , x € (0, +00) 
x 

Obliczamy miejsca zerowe pochodnej: 

2 4 3) = 

[g'(X)=0 A xE(0,t0)] o oats mes Sey ripess <(0.+-9) S 
x 

<> [x4+ 3x°+12x-16=0 A xe (0, +~)] 

Zauwaziny, ze jednym z pierwiastkéw wielomianu W(x) = x4+ 3x?+ 12x — 16 jest 
liczba 1 (sprawdz!). 

Zatem na mocy twierdzenia Bezouta wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian 

x—1 (wykongj to dzielenie!). Mamy 

W(x) = (x= 1) - (x9 + 4x? + 4x + 16) = (x- 1) - [x?(x +. 4) + 4(x +. 4)], czyli 

W(x) = (x- 1) (x + 4)(x?+ 4) 

Zatem 

g (x) =0 i x € (0, +0), wiec 

ea 

2-(x-1)(x + 4)(xX’ +4) 
Okreslamy znak pochodnej g'(x) = = w zbiorze R, na pod- 

x 

stawie szkicu wykresu funkcji wielomianowe} 

9,(X) = 2(x- 1) (x + 4)? + 4) 

(wyrazenie x? jest dodatnie dla dowolnej liczby rzeczywistej dodatniej). Otrzymujemy 

g (x)= 0 <> xe (0,1) 

Ge) = 0 <a aX © (1, 400) 

Zatem dla argumentu 1 funkcja y = g(x) ma minimum lokalne. Obliczamy minimal- 

na wartos¢ funkcji g: 

14 +6-1°+18-1°—24-1+16 _ 
Ge ay 1? 17 
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Wykazemy, ze minimum lokalne funkcji g jest jednoczesnie najmniejszq wartoscia 

funkcji g. 

Obliczamy granice funkcji g na koncach przedziatu (0, +00). 

16 
ree XL Ox Lier — o4y Fie e 

x>0° a he 7 ia ean 
4 , 

* 46x? ane / 24 16 ln xX +6x> + — 24x +16 2 re (erent +) ped rs 

xX— +00 x X¥—>+00 xe 4 

Ponizsza tabela ilustruje przebieg zmiennosci funkcji g. 

Poniewaz funkcja g jest funkcja ciagta, wiec na podstawie tabeli stwierdzamy, ze 

minimum lokalne jest jednoczesnie najmniejszqa wartoscig funkc¢ji g. 

Funkcja g przyjmuje najmniejszq wartos¢ dla argumentu 1. WartoSs¢ ta wynosi 17. 

Wowczas najmniejsza odlegtos¢ punktu A od punktu Pjest rowna 17 . Punkt Pma 

wspotrzedne (1, 4). 

Il spos6b — skorzystamy z wtasnoSci stycznej do wykresu funkcji i prostej prostopa- 

dtej do stycznej poprowadzonej w punkcie stycznosci. 

~< 

Znajdziemy taki punkt P[a.5| nalezacy do f(x) : ,X € (0, +00) 
a x 

mee: : ne 
hiperboli o r6wnaniu f(x) = —, gdziex € R,, 

x 

ze styczna do wykresu funkcji fw punkcie P A(-3, 3) 

jest prostopadta do prostej AP (zauwaz, ze \ 

dla dowolnego punktu C # P, gdzie C nale- C; 

zy do hiperboli, zachodzi warunek: 

JAC| > |AC,| > |AP|, 
gdzie C, jest punktem wspdlnym stycznej 

i odcinka AC). 

Wyznaczamy wspdoiczynnik kierunkowy stycznej do gatezi hiperboli o r6wnaniu 

>V 

4 ‘ 
joe ae gdzie x € R,, poprowadzonej w punkcie (a2). Obliczamy pochodna 

a 

funkcji f: 

ae 

4 
ff RH=>5-26ER 

2 
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Wspotczynnik kierunkowy stycznej a, to wartosé pochodnej funkcji fdla argumen- 
tu a. Zatem 

+ 
a,—//(a)=— paedgeg >0 

Wspotczynnik kierunkowy a, prostej AP obliczymy ze wzoru: 

a,= 22-1. sdzie A(-3, 3), P| a, 4 
XX a 

Stad 
4 
Haas ee 

a,= 4 e ,gdziea > 0 
aGe3. a 83a 

Korzystajac z warunku na prostopadtos¢ prostych o réwnaniach kierunkowych, 
mamy: 

Op G5=—1 

Ay As 30 

Gs ~a+ 3a 

16—12a=a‘*+3a? 

a*+3a?+12a—16=0, gdziea>0, 

skad 

(a—1)(a+4)(a*+4)=0 i a> 0, wiec 

Gist 

, gdzie x © (0, +), potozony Szukany punkt nalezacy do wykresu funkcji f(x) = x 
x 

najblizej punktu A(—3, 3) ma wspotrzedne P(1, 4). 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1 s . la 

1. Wykaz, ze styczna do paraboli 0 rownaniu y = an —x-— 2, kt6ora jest rowno- 

legta do cieciwy AB, gdzie A(0, —2) i B(4, 2), ogranicza wraz z osiami uktadu 

wspoirzednych trojkat o polu rownym 8. 

if , by 
2. Wyznacz na paraboli 0 rownaniu y = ao punkt, kt6rego odlegtos¢ od punktu 

A(8, —1) jest najmniejsza. Podaj te odlegtosc. 

3. Na hiperboli o r6wnaniu y = ae , gdzie x < 0, wyznacz wspdtrzedne takiego 
x 

punktu C, aby pole trojkata ABC, gdzie A(1, —4) i B(5, —2) byto najmniejsze. 
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_ Kombinatoryka i rachunek 
y prawdopodobienstwa 

Regula mnozenia i reguia dodawania 

Kombinatoryka, méwiac bardzo ogélnie, zajmuje sie ustalaniem liczebnosci zbio- 

row skonczonych. Majac zadanie dotyczace liczebnosci, tworzymy odpowiedni mo- 

del matematyczny, kt6ry sprowadza rozpatrywane zadanie do wyznaczenia liczby 

elementéw pewnego zbioru skonczonego. 

Przyktad 16 

W grupie sq 3 dziewczynki i 5 chtopcéw. Z tej grupy trzeba wybra¢ delegacje zto- 

zonq z jednej dziewczynki i jednego chtopca. Ile jest mozliwosci dokonania wyboru 

takiej delegacji? 

Wprowadzmy oznaczenia: 

X,,X>,X - dziewczynki 

Nha Vales COLO, 

I sposob 

Liczba mozliwosci dokonania wyboru delegacji jest oczywiscie rowna liczbie par 

sktadajacych sie z jednej dziewczynki i jednego chtopca. Aby ustali¢ te liczbe, moz- 

na postuzyC sie tabela: 

fee Sh (Co) 

a | (X> Ys) 

as (X3, Ys) 

Liczba par jest rowna liczbie komorek w czeSci tabeli zaznaczonej gruba linia, czyli 

Sh (=) 

Jest 15 mozliwoSci dokonania wyboru delegacji. 

Il sposéb 

Aby rozwigza¢ to zadanie, mozna postuzy¢ sie diagramem, ktéry nazywa sie 

drzewem. Zauwaz, ze wybor pary spetniajacej warunki zadania moze przebiega¢ 
w dwoch etapach: pierwszym etapem moze by¢ wybor dziewczynki, drugim — wy- 
bor chtopca (oczywiscie kolejnos¢ moze by¢ tez odwrotna). Na drzewie te etapy 
przedstawiamy tak: 
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x I etap 

II t 
Y, Y, Y; Y, Ys YY, ¥; ¥, Y; Y, ¥, ¥; Y, Vs ane chtopca 

Odcinki na tym diagramie nazywamy krawedziami, ktore spotykaja sie w punktach 

zwanych weztami. Kazdy ciag krawedzi od pierwszego do ostatniego etapu nazy- 

wamy gatezia. Tak wiec gatqz sktada sie z tylu krawedzi, ile etap6w przedstawia 
drzewo. 

Gataz zaznaczona kolorem niebieskim odpowiada parze (X,, Y.). 

Kazda dziewczynka moze by€¢ w parze z jednym z 5 chtopcéw, moze wiec utworzy¢é 

5 par. W klasie sq 3 dziewczynki, zatem wszystkich par jest 

Saots 

Jest 15 mozliwosci dokonania wyboru delegacji. 

Podsumujmy dotychczasowe rozwazania. 

Zatozmy, ze dokonywany przez nas wybor przebiega w dwoch etapach. W I etapie 

mozemy podja¢ decyzje na k, sposobow, a w II etapie - na k, sposobow. Wéwczas 

liczba wszystkich wynikow naszego (dwuetapowego) wyboru jest rowna 

ky ; k, 

Jest to tzw. reguta mnozenia. Oczywiscie, mozna ja uogdlnic na wieksza liczbe 

etapow. 

Przyktad 2. 

Restauracja oferuje swoim gosciom: 5 rodzajéw zup, 10 rodzajow drugich dan 

i 6 rodzajéw napojow. Ile roznych zestawow obiadowych ztozonych z zupy, drugie- 

go dania i napoju mozna zamowic w tej restauracji? 

Oznaczmy: 

Le Lei vOUzale ZUp 

D,, Di) - rodzaje drugich dan 

N,, «Ng - rodzaje napojow. 

Wyboru zestawu obiadowego mozemy dokona¢ w trzech etapach. Narysujemy cze- 

$ciowe drzewo przedstawiajace te etapy. 
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ee ee ae 

Zs Z, Z; Z, Zs wybor zupy 

II etap 

DED DD Dep aD De Deel iG wybor drugiego 
dania 

III etap 
N, N, N; Ny, Ns Ne wybor napoju 

Na drzewie kolorem niebieskim zaznaczono gataz odpowiadajaca zestawowi obia- 

dowemu ztozonemu z drugiej zupy, dsmego dania drugiego i szostego napoju. 

Zupe mozemy wybra¢ na 5 sposobow. Do kazdej tak wybranej zupy mozemy wy- 

braé drugie danie na 10 sposobéw. Zatem mozemy utworzyé¢ 5 - 10 zestawow zio- 

zonych z zupy i drugiego dania. Do kazdego z 50 takich zestaw6w mozemy wybra¢ 

nap6j na 6 sposobow. W restauracji mozna wiec zamdéwi¢ 

5- 10-6 (czyli 300) 

roznych zestawow obiadowych. 

OgdélInie mozemy stwierdzi¢, ze jesli dokonywany przez nas wybor przebiega 

w trzech etapach i w I etapie mozemy podja¢ decyzje na k, sposobow, w II etapie 

- na k, sposobow, a w III etapie - na k,; sposobow, to liczba wszystkich wynikéw 

naszego (trdjetapowego) wyboru jest rdwna k, - k, - k3. 

Przyktad 3. 

Ania sposrdéd szesciu réznych bluzek - 4 niebieskich i 2 zielonych - ma wybra¢ jed- 

nq oraz sposrdéd trzech réznych spddnic - 2 niebieskich i 1 zielonej - tez ma wybra¢é 

jedna. 

a) Ile Ania ma mozliwosci wyboru jednej bluzki i jednej spddnicy? 

b) Ile Ania ma moZzliwosci wyboru jednej bluzki i jednej spddnicy tak, by bluzka 

i spodnica byly w tym samym kolorze? 

Ad a) Ania do kazdej z 6 bluzek moze wybra¢ jedna z 3 spddnic, zatem wszystkich 
mozliwosci wyboru jest 

6-3 

Ania ma 18 mozliwosci wyboru jednej bluzki i jednej spddnicy. 

Ad b) Narysujemy drzewo ilustrujace wybor bluzki i spédnicy. Oznaczymy: 

Byy» Byy Byss By, — bluzki niebieskie 8B,,, B,, - bluzki zielone 

Sy Sy — Spddnice niebieskie S, - spddnica zielona 
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ee ea 

II etap 
Swi Swe S; Swi Sw2 S; Swi Swe S; Swi Sw S; Swi Swe S; Swi Sw2 S; wybor spodnicy 

Zbior wynikéw wyboru bluzki i spédnicy w tym samym kolorze mozna podzielié na 
dwa roztaczne podzbiory: 

¢ wybrana bluzka i spédnica sq niebieskie 

¢ wybrana bluzka i spddnica sq zielone. 

Taki podziat utatwia obliczenia. Mamy bowiem: 

¢ Do kazdejz 4 niebieskich bluzek Ania moze dobra¢ jedna z 2 niebieskich spéd- 

nic. Zatem zestawow: niebieska bluzka i niebieska spédnica jest 

4-2 (czyli 8) 

¢ Do kazdej z 2 zielonych bluzek Ania moze dobraé¢ tylko 1 zielona spdédnice. 

Zatem liczba zestawow: zielona bluzka i zielona spédnica jest rowna 

2. ie(ezyli 2) 

Ania ma 10 (=8 + 2) mozliwosci wyboru jednej bluzki i jednej spddnicy tak, by byty 

one w tym samym kolorze. 

W punkcie b) ostatniego przyktadu postuzylismy sie - intuicyjnie oczywista - regu- 

tq dodawania. Reguta ta stwierdza, ze jesli zbidr wszystkich wynikow podzielimy na 

dwa roztaczne (czyli niemajgce wspolnych elementéw) podzbiory i w pierwszym 

podzbiorze jest m, wynik6éw oraz w drugim podzbiorze jest m, wynikow, to wszyst- 

kich wynik6éw jest m, + m,. 

Regute dodawania mozna uogolni¢ na wiekszq niz dwa liczbe podzbioréw. Nalezy 

wowczas zatozy¢, ze dowolne dwa podzbiory sq roztaczne. 

Sprawdz, czy rozumiesz 

i. Proste kil sq rownolegte. Na prostej k zaznaczono 4 r6zne punkty, a na pro- 

stej / - 5 réznych punktow. Ile roznych odcink6w wyznaczajqa te punkty, jesli 

jeden koniec kazdego odcinka nalezy do prostej k, a drugi do prostej /? 

nN . Pewna dama ma 5 kapeluszy i 8 apaszek. Na ile r6znych sposobow moze wto- 

zy¢ kapelusz wraz z apaszka? 

3. W szufladzie znajduja sie rézne czapki i szaliki: 3 czapki biate, 4 czapki czer- 

wone i 2 czapki szare oraz 2 szaliki biate, 1 szalik czarny i 5 szalik6w szarych. 

Na ile r6znych sposobow mozna wybra¢: 

a) jedna czapke i jeden szalik 

b) czapke czerwona i jeden dowolny szalik 

c) czapke i szalik w kolorze bialym 

d) czapke i szalik w jednym kolorze? 
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Wariacje 

W poprzednim temacie wyznaczalismy w roznych sytuacjach liczbe wieloetapo- 

wych wybor6éw. Zauwaz, ze we wszystkich przyktadach wybor dokonywany na 

kazdym etapie dotyczyt innego zbioru, na przyktad w przyktadzie 1. etap pierwszy 

dotyczyt wyboru dziewczynki, a drugi - wyboru chtopca. 

Teraz zajmiemy sie wyborami wieloetapowymi, ale na kazdym etapie wybor bedzie 

dokonywany z tego samego zbioru. 

Przyktad 1. 

Ile liczb trzycyfrowych mozna utworzy¢, dysponujac cyframi nalezacymi do zbioru 

ovary yee 

Aby utworzyC liczbe trzycyfrowa, wystarczy wskaza¢ cyfre setek, cyfre dziesiatek 

i cyfre jednosci. CzeSciowe drzewo przedstawione ponizej pokazuje etapy tworze- 

nia liczby trzycyfrowej. 

I etap 
di UR 3 4 wybor cyfry setek 

~~ Il etap 
farce sO eee wybor cyfry dziesiatek 

eS / Ill et 
ce ee it: wybor cyfry jednosci 

Kolorem niebieskim zaznaczona zostata gataz odpowiadajaca liczbie 242. 

Cyfre setek mozemy wybra¢ na 4 sposoby. Do kazdej tak wybranej cyfry setek cy- 

fre dziesiqgtek mozemy wybra¢ réwniez na 4 sposoby. Do kazdej z 16 (= 4 - 4) tak 

utworzonych par mozemy dobra¢ cyfre jednosci na 4 sposoby. Ostatecznie - zgod- 

nie z reguta mnozenia — wszystkich liczb trzycyfrowych jest 

4-4-4 (czyli 4°) 

Mozna utworzy¢ 64 liczby trzycyfrowe. 

Zwroc uwage, Ze rozwazajac wybory wieloetapowe, mozemy mdéwié o pewnych 
przyporzadkowaniach. Odnoszac sie do ostatniego przyktadu, mozemy na przyktad 
rozpatrzy¢ przyporzadkowanie (odpowiadajace utworzeniu liczby 242): 
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I etap > 2 1.52 

II etap > 4 co mozna tez zapisa¢ tak 2.—> A 

IIletap > 2 SR SSS eA 

Takie przyporzadkowania, w ktorym kolejnym poczatkowym liczbom naturalnym 
(wiekszym od 0) przypisuje sie elementy z danego zbioru, nazywamy ciggami. 
Pojecie ciagu poznates w klasie drugiej. 
Mozna wiec powiedzie¢ (odnoszac sie do ostatniego przyktadu), ze liczb trzycy- 
frowych jest tyle, ile tréjwyrazowych ciagé6w 0 wyrazach nalezacych do zbioru 
Cle NTA}: 

Zauwaz tez, ze w rozpatrywanym przyktadzie: 

¢ kolejnos¢ wybieranych (przyporzadkowywanych) cyfr jest istotna (np. wybor 

najpierw 2, nastepnie 4 i na konicu znowu 2 da w efekcie liczbe 242, jesli nato- 

miast najpierw wybierzemy 4, a potem dwa razy 2, to otrzymamy inny wynik 

- liczbe 422) 

¢ cyfry, z ktorych tworzymy liczbe, moga (ale nie musza!) sie powtarzac. 

Przyktad 2. 

Ile liczb trzycyfrowych mozna utworzy¢, dysponujac cyframi nalezacymi do zbioru 

NO bs Ap Me 

Zadanie na pierwszy rzut oka wydaje sie takie samo jak zadanie z poprzedniego 

przyktadu. Kolejnos¢ wybieranych cyfr jest istotna oraz cyfry moga sie powtarzaé. 

Roznica polega na tym, ze cyfra setek nie moze by¢ r6wna 0. Mozna wiec powie- 

dzie¢, ze liczb trzycyfrowych spetniajacych warunki zadania jest tyle, ile tréjwyra- 

zowych ciagow o wyrazach nalezacych do zbioru {0, 1, 2, 3} i pierwszym wyrazie 

roznym od 0. 
Cyfre setek mozemy wiec wybra¢ na 3 sposoby, cyfre dziesiatek na 4 sposoby i cyfre 

jednosci na 4 sposoby. Wszystkich liczb trzycyfrowych jest wiec 

3-4-4 

Mozna utworzyé¢ 48 liczb trzycyfrowych. 

Przyktad 3. 

lle napis6w czteroliterowych mozna utworzyé¢, dysponujac literami nalezacymi do 

zbioru {A, B, C}? 

Kolejnosé wybieranych liter jest istotna (np. napisy ABBA i BABA sq rozne) i litery 

moga sie powtarzac. 

Wszystkich napisow czteroliterowych jest 

Be(ezyil O91) 

(Uzasadnij to doktadnie). 
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Przyktad 4. 

Pieciu pasazerow, ktorych oznaczymy literami A, B, C, D, E, wsiada do pociagu, wy- 

bierajac losowo jeden z szeSciu wagonow. Na ile sposob6w pasazerowie ci mog4 

zajac miejsca w wagonach tego pociagu? 

Kazdemu pasazerowi mozna przyporzadkowa¢é numer wagonu, do ktérego wsiadt. 

JeSli pasazer A wsiadt do wagonu 2., pasazerowie B i C do wagonu 3., pasazer D do 

wagonu 4., a pasazer E do wagonu 6., to sytuacje taka mozna opisa¢ ciagiem 

(23,3, 456) 

Zatem liczba sposobow, w jakie pasazerowie moga zaja¢ miejsca w wagonach po- 

ciagu, jest rowna liczbie pieciowyrazowych ciagéw o wyrazach nalezacych do zbio- 

raid) 2; 3) 4,9; 6}, czyii 

6:6:6:-6-6 

Pasazerowie moga zaja¢ miejsca w wagonach na 6° sposobow. 

Rozpatrywane przyktady prowadza do nastepujacej definicji. 

Definicja 1. 

Wariacja k-wyrazowa z powtorzeniami n-elementowego zbioru A, gdzie k, 

n € N,,nazywamy kazdy k-wyrazowy ciag (mogacych sie powtarzac) elementow 

Zbioru A. 

Latwo zauwazyc¢, ze prawdziwe jest nastepujace twierdzenie. 

Twierdzenie 1. 

Liczba k-wyrazowych wariacji z powtorzeniami zbioru n-elementowego jest 
A k rowna n“. 

Przyktad 5. 

le liczb trzycyfrowych o réznych cyfrach mozna utworzy¢, dysponujac cyframi na- 

lezacymi do zbioru {1, 2, 3, 4, 5}? 

Naszkicujemy czesciowe drzewo przedstawiajace etapy tworzenia liczby trzycyfro- 

wej 0 réznych cyfrach. 

ee ee 

SAS wybor cyfry setek 

II etap 
Ez. i vn wybor cyfry dziesiatek 

5 > 4 I etap 

wybor cyfry jednosci 



Wariacje 

Kolejnosé¢ wybieranych cyfr oczywiscie jest istotna, ale cyfry nie moga sie powtarza¢c. 
Cyfre setek mozemy wybra¢ na 5 sposobow, cyfre dziesiatek - na 4 sposoby (jesli 
jako cyfre setek wybralismy 3, to cyfre dziesiatek mozemy wybra¢ sposrod cyfr: 1, 
2, 4,5), a cyfre jednosci mozemy wybra¢ juz tylko na 3 sposoby (pomijamy wybrana 
cyfre setek i cyfre dziesiqtek). Zgodnie z reguta mnozenia wszystkich takich liczb 
trzycyfrowych jest wiec 

5-4-3 

Mozna utworzyc 60 liczb trzycyfrowych. 

Przyktad 6. 

Pieciu pasazerow, ktorych oznaczymy literami A, B, C, D, E, wsiada do pociagu, wy- 

bierajac losowo jeden z szesciu wagonow. Na ile sposobéw pasazerowie ci moga za- 

jac miejsca w wagonach tego pociagu, jesli wiadomo, ze kazdy z pasazer6w wybrat 

inny wagon? 

Liczba sposobow, w jakie pasazerowie moga zaja¢ miejsca w wagonach pociagu, 

jest rowna liczbie pieciowyrazowych ciagéw o réznych wyrazach nalezacych do 

zpioru {1, 2, 3,4, 5, 6}; czyli 

6-5-4-3-2 

Pasazerowie mogg zajqa¢ miejsca w wagonach na 720 sposobow. 

Definicja 2. 

Wariacja k-wyrazowa bez powtorzen n-elementowego zbioru A, gdzie k, 

n € N,ik <n, nazywamy kazdy k-wyrazowy ciag roznych elementow zbioru A. 

Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie. 

Twierdzenie 2. 
Liczba k-wyrazowych wariacji bez powtorzen zbioru n-elementowego, 

gdzie k,n € N,ik <n, jestr6wna n-(n—1)-(n—2)....-(n—k+1). 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Na gore z jednej miejscowosci prowadza trzy rézne szlaki. Na ile sposobow 

turySci moga wybra¢ trase wycieczki na gore i z powrotem? 

2. Budynek ma parter i 10 pieter. Na parterze tego wiezowca do windy wsiadty 

4 osoby. Na ile sposobéw osoby te moga wysias¢ z windy (nie uwzgledniamy 

kolejnosci wysiadania), jesli: 

a) kazda osoba moze wysias¢ na dowolnym pietrze 

b) wiadomo, ze kazda osoba wysiadzie na innym pigtrze 

c) wiadomo, ze wszystkie osoby wysiada na tym samym pietrze? 

27h 
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Permutacje 

W tym temacie omowimy szczeg6Iny przypadek wariacji bez powtorzen. 

Przyktad 1. 

Ile liczb czterocyfrowych o réznych cyfrach mozna utworzy¢, dysponujac cyframi 

nalezacymi do zbioru {1, 2, 3, 4}? 

Naszkicujmy czesciowe drzewo przedstawiajace etapy tworzenia liczb czterocyfro- 

wych o réznych cyfrach. 

eee Pe od 
1 2 3 4 wybor cyfry tysiecy 

aa II etap 

1 3 4 wybor cyfry setek 

TX Ill etap 
wybor cyfry dziesiatek 

IV etap 

wybor cyfry jednosci 

Kolejnos¢ wybieranych cyfr jest istotna, cyfry nie moga sie powtarzac. Latwo za- 

uwazyc, ze w kazdej liczbie czterocyfrowej wystepowac beda wszystkie cztery 

cyfry. Wyznaczmy ich liczbe: cyfre tysiecy mozemy wybra¢ na 4 sposoby; cyfre se- 

tek mozemy wybra¢ na 3 sposoby (pomijamy wybrana cyfre tysiecy); cyfre dziesia- 

tek mozemy wybra¢ na 2 sposoby (pomijamy cyfre tysiecy i cyfre setek). Ostatniga 

cyfre mozemy ,,wybrac” juz tylko na 1 spos6b, zatem wszystkich takich liczb jest 

4-3-2-1 

Mozna utworzyC¢ 24 liczby czterocyfrowe. 

UWAGA: Iloczyn kolejnych liczb naturalnych od n do 1 czesto wystepuje w kombi- 

natoryce. W zwiazku z tym wprowadzono specjalny symbol oznaczajacy taki ilo- 
czyn: n! (czytaj: ,,n silnia”). 

Definicja 1. 

ni=n-(n-1)-(n—-2)....-2-1, jeslineN,n>1 

Ort ali 



Permutacje JA TES: 

Przyktad 2. 
MEMES 

ayo 45!= 625-45 .251 6! 

pct t= 07i= =71(8 2127-71 
10! 10-9-8-7! 
7 te eve 

OMmmROP 8 e706 O58 yen ore: 
as = a Sp eerR4 

Giesiee Ela! a eal 

UWAGA: Zgodnie z twierdzeniem 2. ze str. 271 liczba k-wyrazowych wariacji bez 
powtorzen zbioru n-elementowego, gdzie k,n € N,i k <n, jest rowna 
n-(n—1)-(n—2)- ... -(n—k+1). Liczbe te mozna réwniez zapisa¢ tak 

n! 

(n—k)! 

Wracajac do przyktadu 1., mozna powiedzie¢, ze liczb czterocyfrowych spetniaja- 

cych warunki zadania jest 4! 

Przyktad 3. 

Ile liczb czterocyfrowych o réznych cyfrach mozna utworzy¢, dysponujac cyframi 

nalezacymi do zbioru {0, 1, 2, 3}? 

Liczb czterocyfrowych jest tyle, ile czterowyrazowych ciagow o réznych wyrazach 

nalezacych do zbioru {0, 1, 2,3} i pierwszym wyrazie roznym od zera. Zatem: 

— cyfre tysiecy mozna wybra¢é na 3 sposoby (pomijamy zero) 

— cyfre setek mozna wybra¢c tez na 3 sposoby (pomijamy cyfre tysiecy, ale dotacza- 

my zero) 

— cyfre dziesiatek mozna wybra¢ na 2 sposoby 

— cyfre jednosci mozna wybra¢ na 1 sposob. 

Wszystkich liczb jest wiec 

Hi ee - (Ezyli 3-3!) 

Mozna utworzy¢ 18 liczb czterocyfrowych. 

Przyktad 4. 

Piecioro przyjaciét: Ania, Bartek, Cezary, Dorota i Ela kupito bilety do kina. Maja oni 

zaja¢c pie¢ kolejnych miejsc w jednym rzedzie. 

a) Na ile sposob6w moga zaja¢ te miejsca? 

b) Na ile sposob6w moga zaja¢ te miejsca tak, by Ania i Bartek siedzieli obok siebie? 

Ad a) 

Pierwsze miejsce moze byé zajete na 5 sposobow, drugie - na 4 sposoby, trzecie - na 

3 sposoby, czwarte - na 2 sposoby i piate - na 1 sposob. Wszystkich mozliwoSci jest 

beeAmesie2 LC cZy lilo!) 

Piecioro przyjaciot moze zaja¢ miejsca w kinie na 120 sposobow. 
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Ad b) 
Zadanie to rozwiazemy w trzech etapach. 

I etap - wybieramy dwa sasiednie miejsca dla Ani i Bartka: 

(Giese )) (C30 el) S05 SE eaee eens) 

Sa 4 mozliwosci wybrania dwoch sasiednich miejsc. 

Il etap — ustalamy, w jakiej kolejnosci zajmq miejsca Ania i Bartek: 

(A,B, , , ) (BA, esa) 

Sa 2 mozliwosci wyboru miejsc dla Ani i Bartka (przy ustalonych dwoch sasiednich 

miejscach). 

III etap - wybieramy miejsca dla pozostatych trzech osob. 

Mozna to zrobi¢ na 3! sposobéw (przy ustalonych miejscach dla Ani i Bartka). 

Wszystkich mozliwosci wyboru miejsc jest wiec 

4-2-3! (czyli2- 4!) 

Piecioro przyjaci6t moze zaja¢é miejsca w kinie tak, by Ania i Bartek siedzieli obok 

siebie, na 48 sposobow. 

Przyktad Sy 

W zespole tanecznym jest 5 dziewczynek i 5 chtopcow. Kazda dziewczynka tanczy 

z chtopcem. Ile jest r6znych mozliwosci utworzenia pieciu par tanecznych? 

Ustawiamy dziewczynki w szeregu. Pierwszej dziewczynce mozna przyporzadko- 

wa¢ jednego z 5 chtopcéw, drugiej - jednego z pozostatych 4 chtopcow, trzeciej - 

jednego z pozostatych 3 chtopcow, czwartej dziewczynce - jednego chtopca z po- 

zostalych 2 i piatej dziewczynce przyporzadkowujemy ostatniego chtopca. Pie¢é par 

tanecznych mozna utworzy¢ na 

5:4-3-2-1 (czyli5!) 

sposobow. 

Pie¢ par tanecznych mozna utworzy¢ na 120 sposoboéw. 

Przyktad 6. 

Ile jest sposobow zajecia miejsc przy okragtym stole przez: 

a) 3 osoby b) 10 oséb? 

Rozwigzanie tego zadania zalezy od sprecyzowania, jakie dwa rozmieszczenia os6b 
przy stole uznamy za rézne. Rozpatrzmy dwa modele. 



Permutacje ZT 

Model 1. 

Dwa rozmieszczenia oséb przy stole uznamy za rézne, jesli co najmniej dwie osoby 
beda siedziaty na innych krzestach. W takim wypadku liczba rozmieszczen przy 
okragtym stole jest taka sama, jak liczba rozmieszczen tych oséb w szeregu. 

Model 2. 

Dwa rozmieszczenia osob przy stole uznamy za rézne, jesli co najmniej jedna osoba 
po co najmniej jednej stronie bedzie mie¢ innego sasiada. 

Ad a) 

Model 1. 

Liczba rozmieszczen jest rowna 3! (czyli 6). Rysunek ponizej przedstawia te roz- 

mieszczenia; osoby zostaty oznaczone literami A, B, C. 

i Ze 3: 
B C C 

C B A 

4, 5: 6. 
A A B 

C B A 

Model 2. 
Zauwaz, ze na rysunku 1., 3.i 5. kazda osoba siedzaca przy stole ma takich samych 

sasiadéw. Zatem w tym przypadku takie rozmieszczenia uznajemy za identyczne. 

Jesli osoby A, B, C beda siedzie¢ jak na rysunku 1., a nastepnie przesiada sie 0 jed- 

no miejsce w lewo, to otrzymamy rozmieszczenie jak na rysunku 3.; jesli znowu 

przesigdg sie o jedno miejsce w lewo, to otrzymamy rozmieszczenie takie, jak na 

rysunku 5. 

Podobnie jest w wypadku rysunkow 2., 4. i 6. Kazda z osob przedstawionych na tych 

rysunkach ma takich samych sasiadow, wiec i takie trzy rozmieszczenia uznajemy 

za identyczne. 

Ostatecznie wiec - w modelu 2. - sq dwa rézne rozmieszczenia trzech osob przy 

okragtym stole. 

B C 
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Ad b) 

Model 1. 

Liczba rozmieszczen 10 osdb przy okragtym stole jest rowna liczbie ustawien 

10 osob w szeregu i wynosi 10! 

Model 2. 
Dla pierwszej osoby wybieramy miejsce przy okragtym stole i ta osoba nie zmienia 

tego miejsca (zobacz: osoba A w punkcie a), model 2.). Pozostatych 9 osob moze 

zmienia¢ miejsce na 9! sposobéw. Kazda zmiana miejsc przez te osoby powoduje, 

ze CO najmniej jedna osoba ma innych sasiadow. 

Liczba rozmieszczen 10 oséb przy okragtym stole jest rowna 9! 

Definicja 1. 

Permutacja (bez powtorzen) n-elementowego zbioru A, gdzie n € N,, nazywamy 

kazdy n-wyrazowy ciag utworzony ze wszystkich elementow zbioru A. . 

Twierdzenie 1. 

Liczba permutacji (bez powtorzen) zbioru n-elementowego, gdzie n € N., jest 

rowna n! 

Sprawdz, czy rozumiesz 

Ie Obitcz: 

a) 3!+4! b) 6! —4! c) 2!-3!-4! d) 10!: 8! 

2. Ile jest réznych liczb siedmiocyfrowych utworzonych z cyfr nalezacych do 

zbioru {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, jesli cyfry w liczbie sie nie powtarzaja? 

3. lle jest r6éznych liczb szesciocyfrowych parzystych, utworzonych z cyfr nale- 

zacych do zbioru {1, 2, 3, 4, 5, 6}, jesli cyfry w liczbie sie nie powtarzaja? 

4. Na ile sposob6w moze wejs¢ do autokaru jednym wejsciem 7 oséb, wsr6éd 

ktorych sq trzy kobiety i czterej mezczyZni, jesli najpierw wsiadajq kobiety? 

5. Na ile sposob6w Marta moze wysta¢ cztery rézne pocztéwki z wakacji do 
czterech przyjacidtek? 

6. Na ile sposob6w moze ustawi¢ sie w szeregu grupa 4 chtopcéw i 4 dziewczat, 
tak aby dwie osoby tej samej ptci nie staty obok siebie? 



Kombinacje LH. 

Kombinacje 

Przyktad 1. 

Z grupy sktadajacej sie z 3 dziewczat i 2 chtopcéw trzeba wybra¢ dwuosobowa de- 
legacje. Na ile sposob6w mozna to zrobi¢? 

Zastanowmy sig najpierw, czy kolejnosé wybieranych osob jest istotna. Oczywiscie 
nie. Wazny jest tylko sktad delegacji (czyli to, ktore osoby zostalty wybrane), a nie 

kolejnos¢ wybierania. Zatem do opisu wyboru delegacji wygodnie jest uzyé pojecia 

podzbioréw (a nie ciag6w). Mozemy powiedzie¢, ze dwuosobowa delegacje mozna 

wybra€ na tyle sposobow, ile jest dwuelementowych podzbioréw zbioru ztozonego 
z 5 elementow. 

Wprowadzmy oznaczenia: 

X,, X>, X; — dziewczynki 

Y,, Y, - chtopcy 

Wypiszemy wszystkie dwuelementowe podzbiory zbioru {X,, X,, X3, Y,, Y5}: 

{XX} {X,X3} {Xp Vib {Xp Vo} 

{Xp Xs} {Xp Yi} {Xp Yo} 

{X3, Yi} {X3, Yo} 

{Yp Vos 
Dwuosobowg delegacje mozna wybraé na 10 sposobow. 

Zaznaczmy to wyraznie: kolejnos¢ wypisywania elementow zbioru (podzbioru) 

nie jest istotna. Mamy wiec na przyktad: 

{X1, Xo} = {X,, Xi} 

Zbiory (podzbiory) nie sq rowne, jeSli r6znia sie co najmniej jednym elementem, na 

przyktad 

{X,, X,} #{X,, X3} {X,, Xo} FLY, Yo} 

| Definicja 1. 

| Kombinacja k-elementowa bez powtorzen n-elementowego zbioru A, 

gdzie k,n « Nik <n, nazywamy kazdy k-elementowy podzbior zbioru A (przy 

czym elementy zbioru A nie moga sie powtarzac). 

Definicja 2. 

Liczbe k-elementowych kombinacji bez powtorzen zbioru n-elementowego, 

n 
gdzie k,n € Nik <n, oznaczamy symbolem 4 i czytamy ,,n po k’. 
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5 
Z przyktadu 1. wiemy, ze ul =U: 

Wyznaczanie liczby podzbior6w dowolnego zbioru utatwia nastepujgce twierdzenie. 

Twierdzenie 1. 

n! 
MST eS 

Mss Sie 

Przyktad 2. 

Korzystajac z twierdzenia 1., obliczamy: 

Cli Glue er0lap OFS. 4nsl SOUS are 
SG esl Ol alae sales ed 

7 7! Soe 
De ee ae = 
Bean yo 

10 ))5) eee 0! eee! aloe tne 
Dd) We FE 2 

0 Ee MOE os 
a) (USbilc ZEGk Hits 2 

Przyktad 2. 

Ile réznych prostych wyznacza 100 punktow, jesli dowolne trzy z nich nie sa wsp6l- 

liniowe? 

Kazdq prosta wyznaczajq 2 punkty, przy czym kolejnosé ich wyboru oczywiscie nie 

jest wazna. Wszystkich prostych jest zatem tyle, ile dwuelementowych podzbior6w 

zbioru 100-elementowego. Mamy wiec: 

100 | _ 100! _ 100: 99-938! —100=99 

ps (100 — 2)! -2! 98! - 2! 
= 4950 

Sto punkté6w wyznacza 4950 prostych. 

Przyktad 4. 

Z grupy sktadajacej sie z 3 dziewczat i 2 chtopcow trzeba wybra¢ dwuosobowa de- 

legacje, w ktorej ma byé co najmniej jedna dziewczynka. Na ile sposob6w mozna to 

zrobic? 

Latwo jest odpowiedzieé na postawione pytanie. W przyktadzie 1. wypisalismy 
wszystkie mozliwe sktady delegacji. Jest ich 10. Tylko w jednej delegacji nie ma ani 
jednej dziewczynki. Zatem delegacji, w ktorych jest co najmniej jedna dziewczynka, 
mozna utworzye 9. 



Kombinacje ao) 

Zapiszemy teraz rozwiazanie tego zadania z wykorzystaniem symboli kombinato- 
rycznych. Taki spos6b bedzie przydatny w przypadkach, gdy nie bedzie mozliwosci 
wypisania wszystkich rozwigzan (ze wzgledu na ich zbyt wielka liczbe). 

Zauwaz, ze przy wyborze delegacji (spetniajacej warunki zadania) mozliwe sa dwa 

roztaczne przypadki: 

e w delegacji jest jedna dziewczynka i jeden chtopiec 

¢ w delegacji sq dwie dziewczynki. 

Obliczamy, ile jest mozliwosci utworzenia delegacji w kazdym przypadku. 

3 
e Jedna dziewczynke z trzech mozna wybraé na } czyli 3 sposoby. Do kazdej 

Z 
tak wybranej dziewczynki mozemy wybra¢ chtopca na ‘) czyli 2 sposoby. 

Zatem - zgodnie z regutg mnozenia - delegacji, w ktérych jest jedna dziew- 

czynka i jeden chtopiec, jest 

Sialce 

iene 

: meas 
e Dwie dziewczynki z trzech mozna wybra¢ na ) czyli 3 sposoby. 

MozliwoSci utworzenia delegacji, w ktorych jest co najmniej jedna dziewczynka - 

zgodnie z regutg dodawania - jest 

SP 3 
+ =643=9 

eel Z. 

W rozwiazaniu takiego zadania trzeba uwaza¢, by nie popetni¢ nastepujacego biedu: 

,Poniewaz w delegacji ma by¢ co najmniej jedna dziewczynka, wiec najpierw 

3 
z trzech dziewczynek wybieramy jedng na Gl czyli 3 sposoby. Z pozostatych 

4 
czterech osob (dwoéch dziewczynek i dwoéch chtopcéw) wybieramy jedng na a 

czyli 4 sposoby. Zatem moZliwosci utworzenia delegacji, w ktorej jest co naj- 

” 
3\ (4 

mniej jedna dziewczynka, jest " al 

To, ze rozwiazanie jest btedne, mozna stwierdzi¢ natychmiast, bowiem 

Hijo 
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Poprawna odpowiedzia jest liczba 9. Na czym jednak polega btad? Ot6z w iloczynie 

3) (4 : : 
li i trzy delegacje sa liczone podwojnie. Jesli na przyktad w pierwszym etapie 

wybierzemy dziewczynke X,, a w drugim - dziewczynke X,, to otrzymamy delegacje 

{XX} 
Jesli natomiast w pierwszym etapie wybierzemy dziewczynke X,, a w drugim - 

dziewczynke X,, to otrzymamy delegacje 

{X,, XJ 

conker abe: ; ere ae 
W iloczynie a | delegacja {X,, X,} jest wiec liczona podwojnie (raz jako {X,, X3}, 

a raz jako {X,, X,}). Podobnie delegacje {X,, X3} i {X,, X,} sa liczone podwdjnie i dlate- 

go otrzymany wynik jest 0 3 wiekszy od rozwigzania prawidtowego. 

Przyktad 5. 
GE 

W pudetku jest 100 loséw, w tym 9 wygrywajacych. Na ile sposobow mozna wycia- 

gna¢ trzy losy, tak aby wsrdd nich byly co najmniej dwa wygrywajace? 

Mozliwe sq dwa roztaczne przypadki: 

* wyciagniemy trzy losy, wsrdd ktorych tylko dwa sa wygrywajace 

* wyciagniemy trzy losy wygrywajace. 

Obliczamy: 

9 
¢ Dwa losy wygrywajace mozemy wyciagna¢é na EI sposobow, jeden los pusty 

ot 
mozemy wyciagna¢ na f ' sposob6w, zatem trzy losy, wsréd ktorych tylko 

dwa sq wygrywajace, mozemy wyciagna¢ na 

pavaieod: 
sposobow. a) 

“ 
¢ Trzy losy wygrywajace mozemy wyciagna¢ na fF sposobow. 

Mozliwosci wyciagniecia trzech loséw tak, aby wsrdéd nich byty co najmniej dwa 
wygrywajace, jest 

Di 91 9 
Bul i }+(3] (= 36 - 91+ 84 = 3276 + 84 = 3360) 

Ostatni przyktad dotyczy¢ bedzie rozktadu kart w grze w brydza. Talia do gry 
w brydza sktada sie 52 kart w czterech kolorach. Kolory to: piki (4), kiery (¥), kara 
(¢) i trefle (*). W kazdym kolorze jest 13 kart (od dwo6jki do dziesiatki oraz walet, 
dama, kr6l i as). 
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Przyktad 6. 

Kazdemu z czterech graczy nalezy przydzielié 13 kart z talii 52-kartowej. Na ile 
sposobow mozna to zrobi¢ tak, aby gracz A otrzymat 2 piki, gracz B - 6 pik6w, gracz 
C - 4 piki, gracz D - 1 pik? 

Graczowi A nalezy przydzieli¢ 2 piki (z 13) i 11 kart (z 39), ktére pikami nie sa. 
Mozna to zrobi¢é na 

desk ote) 
: sposobow. 

Z ile 

Graczowi B nalezy przydzieli¢ 6 pikow (z pozostatych 11) i 7 kart (z pozostatych 

28), ktére pikami nie sa. Mozna to zrobi¢é na 

LLG 23 ‘ 
; sposobow. te} (7) 

Graczowi C nalezy przydzieli¢ 4 piki (z pozostatych 5) i 9 kart (z pozostatych 21), 

ktore pikami nie sq. Mozna to zrobi¢ na 

Sey 21 ; 
sposobow. a) 5) 

Graczowi D nalezy przydzieli¢ pozostate 13 kart. Mozna to zrobi¢ na 1 sposob. Osta- 

tecznie, wszystkich mozliwych sposobow rozdania kart, tak aby byty spetnione wa- 

runki zadania, jest 

CICIOE 
Liczba ta jest wieksza niz 107°. 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. -Oblicz: 

of) el) GE) ols} 
. Wykaz, ze dla dowolnych liczb naturalnych n, k takich, ze n 2 k: 

me a SLR Ol 
3. Na ptaszczyznie danych jest 7 punktow, z ktorych dowolne trzy nie sq wspot- 

liniowe. 

a) Ile réznych odcinkéw mozna otrzyma¢, ktorych koncami sq te punkty? 

b) Ile mozna otrzymaé¢ roznych tréjkatow, ktorych wierzchotkami sq te punkty? 

ie) 
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ZOL 4. Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa 

Kombinatoryka — zadania rozne 

Przyktad 1. 

lle roznych napisOw (majacych sens lub nie) mozna utworzyé¢, przestawiajac litery 

wyrazu TEMATYKA? 

W wyrazie TEMATYKA wystepuja dwie litery T, dwie litery A, po jednej literze E, 

M, Y, K. Latwo zauwazy¢, ze nie kazda zamiana dwoch liter da nam nowy napis, na 

przyktad jesli w dowolnym napisie zamienimy miejscami dwie litery A, to otrzyma- 

my ten sam napis. Postepujemy tak: 

Mamy osiem miejsc, ktore zapetniamy literami. 

LILI 
Najpierw wybieramy 2 miejsca na litere T. Mozemy to zrobi¢ na 

8 
B sposobow. 

Z pozostatych 6 miejsc wybieramy 2 miejsca na litere A. Mozemy to zrobi¢ na 

6 
a sposobow. 

Z pozostatych 4 miejsc wybieramy jedno na litere E, z pozostatych trzech miejsc 

wybieramy jedno na litere M, z pozostatych dwoch - na litere Y, ostatnie miejsce 

przeznaczamy na litere K. Zatem wszystkich napisdow jest 

Se) ~ 0! 6! 8! 
: CAR A czyli : -4! = —— = 10080 

PALIN 2!-6! 2!-4! CATA. 

Przyktad 2: 

Ile mozna utworzy€¢ réznych numerow rejestracyjnych sktadajacych sie z 3 liter i 5 

cyfr, jesli przyjmiemy, ze alfabet sktada sie z 24 liter i postugujemy sie tylko duzymi 
literami? 

Czes¢ numeru rejestracyjnego ztozonego z 3 liter mozna utworzyé na 

24° sposobéw. 

(Tyle jest trojwyrazowych wariacji z powtorzeniami zbioru 24-elementowego). 

Czes¢ numeru rejestracyjnego ztozonego z 5 cyfr mozna utworzyé na 

10° sposobow. 

(Tyle jest pieciowyrazowych wariacji z powtorzeniami zbioru 10-elementowego.) 
Zatem - zgodnie z reguta mnozenia - wszystkich numeréw rejestracyjnych jest 

247° 10° 
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Przyktad 3. 

Z cyfr nalezacych do zbioru {0, 1, 2, 3, 4,5, 6} tworzymy liczby czterocyfrowe o réz- 
nych cyfrach. Ile wsréd nich jest liczb podzielnych przez 5? 

Liczba jest podzielna przez 5, jesli jej cyfra jednosci jest rowna 0 lub 5. Rozpatrzmy 
wiec dwa roztaczne przypadki: 

¢ cyfra jednosci liczby czterocyfrowej jest rowna 0 

¢ cyfra jednosci liczby czterocyfrowej jest rowna 5. 
Obliczamy: 

¢ Cyfre tysiecy mozemy wybra¢ na 6 sposobow, cyfre setek - na 5 sposobow, 
cyfre dziesiatek — na 4 sposoby i cyfre jednosci na 1 sposéb (cyfra 0). Zatem 

mozliwosci utworzenia liczby czterocyfrowej jest 

6-5-4-1 

¢ Cyfre tysiecy mozemy wybra¢ na 5 sposob6éw (nie moze byé to 0 ani 5), cy- 

fre setek - na 5 sposobow, cyfre dziesiatek - na 4 sposoby i cyfre jednosci na 

1 sposob (cyfra 5). Zatem mozliwosci utworzenia liczby czterocyfrowej jest 

Deore I 

Liczb czterocyfrowych o réznych cyfrach, podzielnych przez 5 - zgodnie z reguta 

dodawania - jest6-5-4-14+5-5-4-1 (czyli120+100= 220). 

Przyktad 4. 
Pee 

W klasie jest 12 dziewczat i 10 chtopcoéw. Z tej klasy wybieramy delegacje liczaca 

4 osoby. Na ile sposob6w mozna to zrobic tak, by wsréd wybranych osob byt co 

najmniej jeden chtopiec? 

Zadanie to mozna rozwigza¢, rozpatrujac cztery roztaczne przypadki (wskaz je). 

Mozna tez postapi¢ tak: wyznaczamy liczbe wszystkich mozliwych delegacji. Jest ich 

22 

4 

Od tej liczby odejmujemy liczbe delegacji, ktére mozna utworzy¢ z samych dziew- 

czqat. Wowczas pozostanie liczba delegacji, w ktorych jest co najmniej jeden chto- 

piec: 

af a2 
; -[ y (czyli 7315 — 495 = 6820) 

Przyktad 5. 
SSS 

Obliczymy, ile jest liczb dwunastocyfrowych utworzonych w nastepujacy sposob: 

— do zapisania kazdej liczby wybieramy trzy cyfry ze zbioru {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}, 

— jedna cyfra wystepuje 3 razy, druga cyfra wystepuje 4 razy, trzecia cyfra wyste- 

puje 5 razy. 
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Rozwazymy dwa przypadki. 

[_przypadek: Zadna z trzech wybranych cyfr nie jest zerem. W tym przypadku 

wszystkich liczb dwunastocyfrowych jest 

CHA oN ERT 0 ead DeeaeI oO! 
ops 4 5 

Mamy: 

5 | —na tyle sposob6w mozemy wybra¢é 3 cyfry spoSsrdéd cyfr od 1 do 6, 

es -3- na tyle sposob6w wybieramy 3 miejsca i cyfre (sposr6d wybranych 

3 wyzej), kt6ra ma w zapisie liczby dwunastocyfrowej wystapic trzy 

razy, 

| -2-  natyle sposob6w wybieramy 4 miejsca z pozostatych 9 i cyfre (spo- 

sréd wybranych wyzej), ktora ma w zapisie liczby dwunastocyfrowe}j 

wystapic cztery razy. 

W ostatnie 5 miejsc wpisujemy ostatnig cyfre (sposréd wybranych wyze}). 

Il przypadek: Jedna z trzech wybranych cyfr jest zerem. Mamy trzy mozliwosci. 

a) Zero wystepuje w zapisie liczby dwunastocyfrowej 3 razy (i oczywiscie nie wy- 

stepuje na poczatku tej liczby). Takich liczb jest 

Gmelin eo 5 
-2- iy, ezyll) » 623 700%  vedzie 

2 3 4 5 

6 
,) —na tyle sposob6w wybieramy dwie cyfry (obie rdzne od zera), 

Al 
| — na tyle sposob6w wybieramy trzy miejsca dla zer (pomijamy pierwsze 

miejsce), 

| -2 - natyle sposobow mozemy wybra¢ miejsce i pierwsza (niezerowa) cy- 

4 fre (sposrod wybranych wyzej), ktora ma w zapisie liczby dwunasto- 

cyfrowej wystapi¢ cztery razy (tu juz uwzgledniamy pierwsze miej- 

sce). W pozostate 5 miejsc wstawiamy druga wybrana cyfre. 

b) Zero wystepuje w zapisie liczby dwunastocyfrowej 4 razy (i oczywiscie nie wy- 
stepuje na poczatku tej liczby). Takich liczb jest 

a lL a ah a ea 
c) Zero wystepuje w zapisie liczby dwunastocyfrowej 5 razy (i oczywiscie nie wy- 

stepuje na poczatku tej liczby). Takich liczb jest 

3) (GPG) a aaa 
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Wszystkich liczb spetniajacych warunki zadania jest 

3 326 400 + 623 700 + 554 400 + 485 100, czyli 4 989 600. 

Przyktad 6. 

Ile jest liczb szesciocyfrowych, w ktorych suma cyfr: 

a) jest rowna 4 b) jest rowna 9? 

Ad a) Rozwazmy nastepujace przypadki. 

I przypadek: Wsrdd cyfr liczby szesciocyfrowej jest czworka i pieé zer. 

Cyfra na pierwszym miejscu (czyli cyfrqa setek tysiecy) jest czworka, pozostate cyfry 

to zera, zatem jest 1 taka liczba. 

Il przypadek: Wsrédd cyfr liczby szesciocyfrowej jest tréjka, jedynka i cztery zera. 

Cyfre na pierwszym miejscu wybieramy na 2 sposoby, miejsce dla drugiej cyfry réz- 

nej od zera wybieramy na 5 sposobow, zatem liczb szesciocyfrowych w tym przy- 

padku jest 2 - 5, czyli 10. 

Il przypadek: Wsrdd cyfr liczby szesciocyfrowej sq dwie dwojki i cztery zera. 

Cyfra na pierwszym miejscu jest dwojka, miejsce dla drugiej dwojki mozna wybra¢é 

na 5 sposobow, zatem w tym przypadku jest 5 liczb. 

IV _przypadek: Wsrdd cyfr liczby szesciocyfrowej jest dwojka, dwie jedynki i trzy 

zera. 

Jeslina pierwszym miejscu jest dwojka, to miejsca dla dwoch jedynek mozemy wy- 

5 
bra¢é na Ga sposobow, jesli na pierwszym miejscu jest 1, to miejsce dla drugiej 

5 
jedynki i dwojki mozna wybraé na E) - 2 sposob6éw, zatem w tym przypadku jest 

5 
: a S2ACZVIL Ss OMICZD; 
Z 2 

V przypadek: Wsrdd cyfr liczby szesSciocyfrowej sq cztery jedynki i dwa zera. 

Na pierwszym miejscu jest jedynka, miejsca dla trzech pozostatych jedynek mozna 

5 ; 
wyhrac na | sposobow, czyli w tym przypadku jest 10 liczb. 

Innych przypadkow nie ma. Wszystkich liczb spetniajacych warunki zadania jest 

1+10+5+30+10, czyli 56. 

Ad b) Rozwiazanie tego zadania metoda zaprezentowang w punkcie a) bytoby bar- 

dzo zmudne. Opracujemy wiec inna metode. Liczbe szesciocyfrowa, na przyktad 

203 112, mozna przedstawiC ,,graficznie” w nastepujacy sposob 

Jeeo| [eceeleleleoe| 

DE AUS spine Nl Na ln 9s 

Mamy szes¢ komorek wyznaczone przez pionowe kreski | (kresek jest 7) oraz 9 kro- 

pek (e). Liczba kropek w pierwszej komorce okresla liczbe setek tysiecy (u nas 2), 

liczba kropek w drugiej komorce okreSla liczbe dziesiatek tysiecy (u nas 0) i tak 
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dalej, az do sz6stej komorki, w kt6rej liczba kropek okresla liczbe jednoSci (u nas 2). 

JeSli teraz poprzestawiamy pionowe kreski, to otrzymamy ,,zapis” innej liczby, na 

przyktad 

|eeeeelel/elec| | | 

5 i a ee WAY 

To odpowiada liczbie 511 200. Czy kazde przestawienie kresek pozwoli otrzymac 

zapis liczby szeSciocyfrowej? Otdz nie! Pierwsza komorka nie moze by¢ pusta! 

Zapis, na przyktad taki 

| |e|eleleeeeeoe| | 

(OP eibe ak 6 0 

oznacza liczbe 11 160, czyli liczbe pieciocyfrowa. Ponadto zauwaz, ze zapis kaz- 

dej liczby zaczyna sie i konczy pionowa kreska. Mozemy wiec zatozy¢, ze pionowe 

kreski skrajne sq nieruchome. Aby pierwsza komorka nie byta pusta, ,doklejamy” 

jedna kropke. W zapisie na rysunku ponize}j 

eolelelele|ee| ¢ 

kolorem czerwonym zaznaczone zostaty elementy nieruchome, kolorem zielonym 

elementy, kt6re mogg zmienia¢ miejsce. Elementow zielonych jest 13 (= 8 + 5). Kaz- 

dy wybor pieciu miejsc z trzynastu - na zielone kreski (albo oSmiu miejsc z trzyna- 

stu - na zielone kropki) wyznacza nam zapis liczby szesciocyfrowej, w ktorej suma 

cyfr jest rowna 9. Zatem wszystkich takich liczb jest 

13 
: } czyli E287; 

Przyktad 7. 

Rozwazmy rdwnanie x + y+ z+ t= 54. Jego rozwiazaniami sa uporzadkowane 

czworki liczb, na przyktad (48, 2, 1, 3). Obliczymy, ile jest takich rozwiazan, ktére 

sktadajq sie z czterech liczb naturalnych dodatnich. 

Zauwaz, ze mozemy zastosowa¢ metode rozwiazania zaprezentowana w poprzed- 
nim przyktadzie w punkcie b). 

[ee .eleelelecee| 

48 Aaa Sak: 

Poniewaz rozwigzania majq sktada¢ sie z liczb naturalnych dodatnich, to oznacza 

- w naszym modelu - ze zadna z komorek nie moze byé pusta. Aby to zapewnié¢, 

,doklejamy” do pierwszych czterech kresek z prawej strony po jednej kropce (co 

zaznaczone zostato petelka). 

()s xt #()((*)s ° o(¢)s e | 

Kolorem czerwonym zostaly zaznaczone elementy, kt6re sa nieruchome, kolorem 
zielonym - elementy, ktore moga zmienia¢ potozenie. Elementow zielonych (,,ru- 
chomych”) jest 

54+5-2-4, czyli 3). 
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Kazdy wybor trzech miejsc z 53 na trzy kreski (z »przyklejonymi” kropkami) wy- 
znacza rozmieszczenie kropek, a wiec i rozwiazanie r6wnania. Zatem wszystkich 
rozwigqzan spetniajacych warunki zadania jest 

53 . 
3 } czyli 23 426. 

Przvktad 8. 

Obliczymy, ile réznych napiséw czteroliterowych z réznych liter mozna otrzyma¢ 
z 24 liter alfabetu, zaktadajac, ze litery wystepujace w kazdym napisie naleza do 
grupy sktadajacej sie z siedmiu stojacych obok siebie w alfabecie liter. 

Pierwsza siedmioliterowg grupa kolejnych liter alfabetu (grupa pierwszego rodza- 

ju) jest grupa 

ABCDEFG 

Napisow czteroliterowych ztozonych z réznych liter z tej grupy mozna utworzyé 

7. 
A -4l, czyli 7:6-5-4, tojest 840. 

Druga siedmioliterowa grupa kolejnych liter alfabety (grupa drugiego rodzaju) jest 

grupa 

BCDEFGH 

Liczbe nowych napisow utworzonych z liter te} grupy mozna obliczy¢ na dwa spo- 

soby. 

I eri - wyznaczamy liczbe nowych napiséw bezpoSrednio. 

Nowe napisy sktadajq sie z litery H i trzech spoSrdd liter B C D E F G. Jest ich 

6 
a - 4! czyli 480. 

Ii sposob - od liczby wszystkich napiséw utworzonych z liter tej grupy odejmujemy 

liczbe napisOw utworzonych w ramach grupy poprzedniej. 

\ 6 
cr - 4! — a 74 ee czy li 840 — 360, tojest 480. 

Wszystkie pozostate grupy siedmioliterowe sq grupami drugiego rodzaju. Wszyst- 

kich grup drugiego rodzaju jest 17. Zatem wszystkich napiséw jest 

840 +17 - 480, czyli 9000. 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Ile réznych kodéw mozna otrzyma¢, przestawiajac litery wyrazu: 

a) KOS b) MAMA c) DAMA d) KARATEKA? 

2. Ile jest réznych liczb trzycyfrowych: 

a) o réznych cyfrach b) pedzielnych przez 10 

c) mniejszych niz 400 d) wiekszych od 759? 
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DosSwiadczenie losowe 

Stuchajac réznych informacji (np. sportowych lub politycznych), czesto mozna sie 

spotkaé z wypowiedziami odnoszacymi sie do mozliwoSci zajscia jakiegos zdarze- 

nia (w przysztosci lub przesztosci), na przyktad: 

»Ten zawodnik ma duze szanse na zwyciestwo w biegu na 10 km...” 

,Szanse zwyciestwa w wyborach prezydenckich obu kandydatéw sq rowne...’ 

»Z bardzo duzym prawdopodobienstwem, graniczacym z pewnosciga, mozna 

stwierdzi¢, ze przestepstwo to popetnit...” 

Wypowiedzi tego typu zawieraja opisowa ocene mozliwoSci zajScia omawianego 

zdarzenia. 

W tym rozdziale zajmiemy sie matematycznym opisem zjawisk (doswiadczen) lo- 

sowych i powiemy, jak wyraza¢ prawdopodobienstwo za pomocg liczb. 

Doswiadczeniem losowym nazywamy taki powtarzalny eksperyment, w ktoérym 

konkretnego wyniku nie jestesmy w stanie przewidzie¢c, znamy natomiast petng li- 

ste mozliwych wynikow. Dodatkowo zaktadamy, ze kazdy z tych wynikow jest roz- 

taczny z pozostatymi wynikami na liscie. 

Wyniki te bedziemy nazywaé zdarzeniami elementarnymi, a zbidr wszystkich 

tych zdarzen - przestrzenia zdarzen elementarnych. 

Przestrzen zdarzen elementarnych oznacza sie duza grecka litera omega (Q). 

Przyktad iP 

Doswiadczenie losowe polega na jednokrotnym rzucie moneta. 

W tym wypadku rozpatrujemy dwa zdarzenia elementarne: , wypadt orzet”, ,wypa- 

dta reszka’. 

Mamy wiec 

Q = {,,wypadt orzet’, ,wypadta reszka”} 

Zwykle - jesli to mozliwe - zdarzenia elementarne oznacza sie krécej, ale tak, by nie 
prowadzito to do nieporozumien. 

I tak zdarzenie elementarne: 

»wypadt orzet” oznaczamy zwykle litera 0, 

»wypadta reszka” oznaczamy zwykle litera R, stad 

Q={0, R} 
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UWAGA: OkresSlajac przestrzen zdarzen elementarnych danego doswiadczenia lo- 
sowego, dokonujemy zwykle pewnych uproszczen. Na przyktad rozpatrujac rzut 
moneta, pomijamy przypadki: 

»moneta stanie na krawedzi”, ,moneta wpadnie pod regat” itp. 

Takie uproszczenia z jednej strony utatwiaja opis przestrzeni zdarzen, z drugiej - 
nie ograniczajq stosowalnosci takiej przestrzeni zdarzen w rozwiazywaniu zadan. 

Przyktad 2. iat Aehetetiett 

Doswiadczenie losowe polega na jednokrotnym rzucie szescienna kostka do gry. 
Mozemy wowczas zapisac: 

Ore 123745 5) 6}; 

gdzie 

1 oznacza zdarzenie elementarne ,,wypadta Scianka z jednym oczkiem’”, 

oznacza zdarzenie elementarne ,,wypadia Scianka z dwoma oczkami”, 

oznacza zdarzenie elementarne ,,wypadia Scianka z trzema oczkami”, 

oznacza zdarzenie elementarne ,,wypadia Scianka z czterema oczkami”, 

oznacza zdarzenie elementarne ,,wypadta Sscianka z piecioma oczkami”, 

nN mW FSF W DY oznacza zdarzenie elementarne ,,wypadta Scianka z szescioma oczkami”. 

Przyktad 3. 

W pudetku sq trzy kartki: na pierwszej jest zapisana liczba 2, na drugiej - liczba 

3, na trzeciej - liczba 4. DoSwiadczenie losowe polega na dwukrotnym losowaniu 

kartki z pudetka: losujemy jedng kartke, zapisujemy liczbe, odktadamy kartke na 

bok, ponownie losujemy kartke z pudetka i zapisujemy otrzymang liczbe. (Takie 

losowanie nazywamy losowaniem bez zwracania). 

W tym wypadku zdarzenie elementarne mozemy okreSsli¢ jako ciag dwuwyrazowy: 

pierwsza liczba jest wynikiem pierwszego losowania, druga liczba - wynikiem dru- 

giego losowania. Mamy wiec: 

O = {(2, 3), (2, 4), (3, 2), (3, 4), (4, 2), (4, 39} 

Te przestrzen mozna tez opisa¢ tak: 

Q = {(a,b): a,b € {2,3,4} i a#b} 

lub tak: 

Q. jest to zbidr wszystkich dwuwyrazowych wariacji bez powtorzen zbioru 

{255743 

Opis symboliczny lub stowny przestrzeni zdarzen elementarnych warto stosowa¢ 

szczegolnie wtedy, gdy liczba zdarzen elementarnych jest duza. 
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Przyktad 4. 

Mamy dane pudetko z kartkami, takimi jak w przyktadzie 3. DoSwiadczenie loso- 

we polega na dwukrotnym losowaniu kartki z pudetka: losujemy jedna kartke, za- 

pisujemy liczbe, wrzucamy kartke do pudetka, losujemy drugi raz kartke i zapisu- 

jemy otrzymana liczbe. (Takie losowanie nazywamy losowaniem ze zwracaniem). 

W tym wypadku otrzymujemy: 

QE4 (2,2), (2/3274) (3/2), (38 (Seay ae) 
Przestrzen Q mozna tez opisa¢ tak: 

(4,0) Gb e123, 41, 

lub tak: 

Q. jest to zbidr wszystkich dwuwyrazowych wariacji z powtérzeniami zbioru 

{2, 3, 4}. 

Przvktad Se 

Doswiadczenie losowe polega na jednym rzucie dwiema monetami. 

Model 1. Zaktadamy, ze monety sq rozr6éznialne. 

Monety mozemy traktowac jako rozréznialne, na przyktad rzucajac jednga monete 

lewa reka, a druga monete - prawg reka. Za zdarzenia elementarne mozemy wiec 

uwaza¢ ciagi dwuwyrazowe, ktorych pierwszym wyrazem jest wynik rzutu lewa 

rekg, a drugim wyrazem - wynik rzutu prawg reka. Zatem 

Q = {(R, R), (R, 0), (0, R), (0, 0)} 

Model 2. Zaktadamy, ze monety sa nierozréznialne. 

W takim wypadku za zdarzenie elementarne mozemy uznac na przyktad liczbe 

otrzymanych ortéw. Wowczas 

© = {,nie wypadt ani jeden orzet’, , wypadt tylko jeden orzet’, ,wypadty dwa orty”} 

Jak pokazuje ostatni przyktad, do jednego doswiadczenia losowego mozna okreSli¢ 

przestrzen zdarzen elementarnych na rdzne sposoby. Wybor przestrzeni zdarzen 

elementarnych moze zaleze¢ od tego, jaki problem zwigazany z danym eksperymen- 

tem losowym mamy rozwiazac. 

Warto jednak zaznaczy¢, ze zwykle wygodniej postugiwa¢ sie przestrzeniami, 

w ktorych wszystkie zdarzenia elementarne sq jednakowo prawdopodobne. Jesli 
monety rozpatrywane w doswiadczeniu sa symetryczne, to tak jest w modelu 1., 
natomiast w modelu 2. zdarzenie elementarne ,,wypadt tylko jeden orzet” jest bar- 
dziej prawdopodobne niz kazde z dwoch pozostatych zdarzen elementarnych. 
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Przyktad 6. 
Le 

W pudetku sq cztery klocki: na pierwszym jest litera L, na drugim - litera A, na 
trzecim - litera T, na czwartym - litera 0. Losujemy kolejno po jednym klocku i two- 
rzymy czteroliterowy napis. 

Przestrzen zdarzen elementarnych tego doswiadczenia: 

Q jest to zbior wszystkich czterowyrazowych permutacji zbioru {L, A, T, O}. 

Przvktad 7. 

Doswiadczenie losowe polega na wylosowaniu 13 kart z talii 52 kart. 

Model 1. Zaktadamy, ze nie jest istotna kolejnosé losowania kart. Za zdarzenia ele- 

mentarne przyjmujemy wowczas 13-elementowe podzbiory talii kart. Zatem: 

©) jest to zbiér wszystkich 13-elementowych kombinacji zbioru ztozonego z 52 

kart. 

Model 2. Zaktadamy, ze jest istotna kolejnos¢ losowania kart. W takim przypadku 

zdarzenia elementarne mozna traktowa¢ jako 13-wyrazowe ciagi 0 réznych wyra- 

zach. Wowczas przestrzen Q opisalibysmy tak: 

Q) jest to zbidr wszystkich 13-wyrazowych wariacji bez powtorzen zbioru zto- 

zonego z 52 kart. 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Rzucamy dwa razy symetryczna szescienng kostka do gry. Interesujq nas licz- 

by oczek, jakie wypadly w obu rzutach. Wypisz zdarzenia elementarne dla 

tego doswiadczenia. 

2. DosSwiadczenie losowe polega na rzucie trzema rozréznialnymi monetami. 

Wypisz zdarzenia elementarne dla tego doswiadczenia. 

Na potce w sposob losowy ustawiamy w jednym szeregu ksiqzki A, B, C, D. 

Opisz przestrzen zdarzen elementarnych tego doSwiadczenia. 
) 

4. Z talii 52 kart losujemy 5 kart. Opisz przestrzen zdarzen elementarnych tego 

doswiadczenia. 

5. Ze zbioru {1, 2, 3, 4, 5} losujemy kolejno dwie liczby: 

a) ze zwracaniem 

b) bez zwracania 

i zapisujemy je w kolejnosci losowania. Wypisz zdarzenia elementarne dla 

tego doswiadczenia. 
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Zdarzenia. Dziatania na zdarzeniach 

Zatozmy, ze rozpatrujemy doswiadczenie losowe, dla ktorego okreslilismy prze- 

strzen zdarzen elementarnych @. 

teas Wabya rly Nile my ale, 

Wowczas dowolny podzbiér przestrzeni Q nazywamy zdarzeniem (zdarzeniem 

losowym). Dwa zdarzenia otrzymaty specjalne okreSlenia: 

© (zbior pusty) nazywamy zdarzeniem niemozliwym 

Q nazywamy zdarzeniem pewnym. 

(Jak zapewne pamietasz z klasy pierwszej, zbidr pusty jest podzbiorem dowolnego 

zbioru oraz caty zbidr jest swoim podzbiorem). 

Niech A, B <Q. Bedziemy uzywac nastepujacych okreSlen: 

e jesli A =B, to zdarzenia A i B nazywamy zdarzeniami identycznymi; 

e jesliA cB, to powiemy, ze zdarzenie A pociaga za soba zdarzenie B; 

e zbiodr AU B nazywamy suma zdarzen A i B, 

zbidr A > B nazywamy iloczynem zdarzen A i B, 

zbior A — B nazywamy réznica zdarzen A i B; 

e jesli zbiory A i B sa roztaczne (tzn. A ~ B = ©), to zdarzenia A i B nazywamy 

zdarzeniami wykluczajacymi sie; 

e jesli dowolne dwa zdarzenia sposrdd zdarzen Aj, A), .... A, C 2 wykluczaja sie, 

to powiemy, ze zdarzenia A,, A), ..., A, wykluczaja sie parami; 

e zbidr Q—A (czyli dopetnienie zbioru A do przestrzeni (2) nazywamy zdarze- 

niem przeciwnym do zdarzenia A i oznaczamy A’; 

e jeslia, € A, to powiemy, ze zdarzenie elementarne a, sprzyja zdarzeniu A. 

Przyktad 1. 

Doswiadczenie losowe polega na jednokrotnym rzucie kostka. Okreslamy prze- 

strzen zdarzen elementarnych: Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. 

a) Oznaczmy 

A - zdarzenie ,,wypadta liczba oczek mniejsza od 8” 

B - zdarzenie ,wypadta liczba oczek wieksza od 6”. 

Wowczas 

A= {1, 2, 3, 4, 5, 6}, wiec A =Q. 

Zdarzenie A jest zdarzeniem pewnym. 

B=@ 

Zdarzenie B jest zdarzeniem niemozliwym. 

b) Oznaczmy 

A - zdarzenie ,wypadta liczba oczek mniejsza od 4” 

B - zdarzenie ,,wypadta liczba oczek mniejsza od 6, bedaca dzielnikiem liczby 6”. 
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Wowczas 

A={1; 273} 1 B={1, 2,3), wiec A=B. 

Zdarzenia A i B sa identyczne. 

c) Oznaczmy 

A - zdarzenie ,wypadty 2 oczka lub 4 oczka” 
B - zdarzenie ,,wypadta parzysta liczba oczek”. 

Mamy zatem 

A={2,4} i B={2, 4,6}, wiec ACB. 

Zdarzenie A pociaga za soba zdarzenie B (inaczej méwiac: jesli zaszto zdarzenie A, 
to rowniez zaszto zdarzenie B). 

d) Oznaczmy 

A - zdarzenie ,,wypadta parzysta liczba oczek” 

B - zdarzenie ,,wypadta liczba oczek, ktora jest liczba pierwsza’. 

Zatem 

Aa \2, 4,0) 1 b=12,3,.5\, WOWCZaS 

AU B={2, 3,4, 5, 6} - zdarzenie , wypadta parzysta liczba oczek lub liczba 

oczek bedaca liczba pierwsza” 

Ajay {2} - zdarzenie ,,wypadta parzysta liczba oczek, ktora jest 

liczbq pierwsza” 

A-B={4, 6} - zdarzenie ,,wypadta parzysta liczba oczek, ktora nie jest 

liczba pierwszq” 

Ae Peso) - zdarzenie ,,wypadta nieparzysta liczba oczek” 

B' = ({1, 4, 6} - zdarzenie ,,wypadta liczba oczek, ktéra nie jest liczba 

pierwsza’. 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Doswiadczenie losowe polega na trzykrotnym rzucie symetrycznqa moneta. 

Opisz przestrzen zdarzen elementarnych tego doswiadczenia. Wypisz zda- 

rzenia elementarne, sprzyjajace zdarzeniu: 

A - ,,wypadly tylko dwie reszki” B - ,,co najwyzej raz wypadt orzet” 

C - ,reszka nie wypadta ani razu”. 

Opisz stowami zdarzenia A’, B’, C’. 

2. Doswiadczenie losowe polega na dwukrotnym rzucie symetrycznq szescien- 

na kostka do gry. Opisz przestrzen zdarzen elementarnych tego doswiadcze- 

nia. Nastepnie wypisz zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu: 

A-,,suma wyrzuconych oczek jest liczba dwucyfrowa’” 

B -,,w pierwszym rzucie wypadta mniejsza liczba oczek, niz w drugim rzucie” 

C - ,liczba oczek w drugim rzucie jest catkowita wielokrotnoscia liczby oczek 

w pierwszym rzucie’”. 

Wyznacz elementy zdarzen: AM B, B—A, AU C, An- C i opisz stowami te 

zdarzenia. 

293, 
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OkreSlenie prawdopodobienstwa 

Punktem wyjscia do zdefiniowania prawdopodobienstwa stato sie obserwowanie 

czestosci roznych wynikow wielokrotnie powtarzanych prostych doswiadczen lo- 

sowych. 

Niech doswiadczenie losowe polega na rzucie symetryczna kostka szeScienna. Wie- 

my juz, ze zbidr mozliwych wynikow mozemy zapisa¢ tak: 

Oe S 40, Or. 

Interesuje nas, jak czesto bedzie sie pojawia¢ Scianka z jednym oczkiem i Scianka 

z szescioma oczkami. Zatézmy, ze doSwiadczenie powtorzylismy 60 razy i Scianka 

z jednym oczkiem wypadia 12 razy, a Scianka z szeScioma oczkami wypadta 13 razy. 

Powiemy wowczas, ze czestos¢é otrzymania Scianki z jednym oczkiem jest rowna 

We ss es eee ae ge . 13 re 
Aa a czestos¢ otrzymania Scianki z szescioma oczkami jest rowna a Czy jesli 

teraz powtorzylibysmy te serie doSwiadczen i rzucili kostka 60 razy, to czy znow 

otrzymamy 12 razy scianke z jednym oczkiem i 13 razy Scianke z szeScioma oczka- 

mi? Oczywiscie tak byé nie musi! Czestos¢ wystepowania interesujacych nas wyni- 

kéw moze byé¢ inna. Okazuje sie jednak, ze w miare jak bedziemy wykonywa¢ co- 

raz dtuzsze serie doSwiadczen, czestos¢ pojawiania sie interesujacego nas wyniku 

bedzie sie zbliza¢ do pewnej liczby. Nietrudno sie domySle¢, ze zardwno w przy- 

padku uzyskania Scianki z jednym oczkiem, jak i Scianki z szeScioma oczkami cze- 

stos¢ powinna zblizac sie do ; . Inaczej méwiagc: mozna sie spodziewa¢, ze okoto ks 

wszystkich wynikow beda stanowi¢ scianki z jednym oczkiem i okoto e wszystkich 

wynikéw beda stanowi¢ scianki z szescioma oczkami. Wydaje sie wiec, ze - moz- 

na bytoby uzna¢ za liczbe charakteryzujacq szanse (czyli za prawdopodobienstwo) 

pojawienia sie Scianki z jednym oczkiem, a takze Scianki z szeScioma oczkami w po- 

jedynczym rzucie kostka. 

Zastanowmy sie, jakie wtasnosci powinno mie¢ prawdopodobienstwo. Oczywiscie 
powinny one odpowiadaé wiasnosciom czestoSci. 

Zauwaz, Ze: 

a cen Sais Ale LS 
* czestosc wyraza sie liczba nieujemna | — >0, —>0 

60 60 

oe ; 60 
° czestos¢ zdarzenia pewnego jest rowna 1 | — =1 

¢ jesli mamy dwa zdarzenia wykluczajace sie (np. ,wypadta scianka z jednym 
oczkiem” oraz ,wypadta scianka z szescioma oczkami”), to czestos¢ sumy tych 
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zdarzen (,,wypadta Sscianka z jednym oczkiem lub z szeécioma oczkami”, CzZes- 

mee oes : ; 
tos¢: Awe jest rowna sumie czestosci tych zdarzen (= + a : 

Te rozwazania prowadza do nastepujacej definicji. 

S| 

RDehniCa 1. 

Prawdopodobienstwem okreslonym na skoriczonej przestrzeni zdarzen ele- 
mentarnych (2 nazywamy taka funkcje P, kt6ra kazdemu zdarzeniu A, A c Q, 
przyporzadkowuje liczbe rzeczywista P(A) w taki sposéb, ze: 

(Al) P(A) 20 
(22) eee eS) id 

(Ase jesi A BeO1An B=, to PiAw B) = PlA) = PB). 

Warunki A1, A2 i A3 nazywamy aksjomatami prawdopodobienstwa. 

Zauwaz, ze definicja 1. nie podaje sposobu obliczania prawdopodobienstwa, lecz 

tylko warunki, kto6re musi spetnia¢ funkcja, by mozna byto ja nazwa¢ prawdopo- 

dobienstwem. W szczegolnosci dla jednego zbioru zdarzen elementarnych © moga 

by¢ okreSlone rézne funkcje spetniajace aksjomaty A1, A2 i A3. 

Pare (Q, P) nazywamy przestrzenia probabilistyczna. Mozna ja uwazac za mate- 

matyczny opis danego doswiadczenia losowego. 

W obliczaniu prawdopodobienstwa pomocne jest nastepujace twierdzenie. 

Twierdzenie 1. (wtasnoésci prawdopodobienstwa) 

Jesli P jest prawdopodobienstwem okreslonym w przestrzeni zdarzen elemen- 

tarnych Q oraz A, B <Q, to: 

| 1) P(@)=0 

2) jesli A cB, to P(A) < P(B) 

SEE (A) eel. 

4) P(A’)=1-P(A) 

5) P(A UB) =P(A) + P(B) -— P(A 8B) 

6) jesli zdarzenia A,, Ay, .... A, c 2 wykluczaja sie parami, to 

P(A, UA, U ...UA,) = P(A) + P(A2) + ... + P(A,): 
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Udowodnimy wtasnosc 5. 

Zauwaz, ze zachodza nastepujace zwiazki: 

AU B=(A-B)UB i (A-B) NB=S, wiec z ak- 

sjomatu A3 mamy 

(*) P(AU B) =P(A—B) + P(B) 

A=(A-B)U(ANB) 

(A—B) A (AO B)=©, wiec z aksjomatu A3 

otrzymujemy 

(**) P(A) = P(A- B) + P(A B) 

Z rownosci (**) wyznaczamy P(A — B). 

P(A— B) = P(A) —- P(A B) 

Wyznaczong wartos¢ P(A — B) wstawiamy do réwnosci (*) i otrzymujemy 

P(A U B) =P(A) + P(B) - P(A B) 

To konczy dow6dd wiasnosci 5. 

Zwro¢é uwage na aksjomat A3 i udowodniona wtasnosé 5. W obu wystepuje praw- 

dopodobienstwo sumy dwoch zdarzen. Aksjomat pozwala obliczyé je (jako sume 

prawdopodobienstw tych zdarzen), ale tylko pod warunkiem, ze zdarzenia sie wy- 

kluczajag. Wiasnos¢c 5. dotyczy dowolnych zdarzen, ktore moga sie wyklucza¢é lub 

moggq mie¢ niepusta czes¢é wspdlna. 

Przvktad oe 

; 1 2 
Wiadomo, ze A,B c Q i P(A) = = oraz P(B) = =. Czy zdarzenia A i B moga sie 

wyklucza¢? 2 3 

Gdyby zdarzenia A i B sie wykluczaty, to zgodnie z aksjomatem A3 bytoby 

P(A U B) = P(A) + P(B) 

12 e2hee 
Ale P(A) + P(B) = S + a = a a z tego wynikatoby, ze 

P(AUB)>1 

Jest to niemozliwe (wobec wiasnoSci 3.). 

Zdarzenia A i B nie moga sie wykluczaé. 

Przyktad 2. 

Wiadomo, ze A, B <Q oraz P(A’) = — PA UB)=— i P(ANB)== “. Obliczymy P(A) 
P(B)i P(A-B). 

, 

Obliczamy P(A), korzystajac z wtasnoSci 4. 

P(A) =1-P(4’) 

2 See HOU 
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Aby obliczyé P(B), skorzystamy z wiasnosci 5. 

P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A B), skad 

P(B) = P(A U B) —- P(A) + P(A B), wiec 

Pn leg 
8 4 8 4 

Obliczamy P(A — B). Zauwaz, ze 

A=(A—B)U (ANB) i (A-B)A(ANB)=@ (zobacz dowéd wiasnoéci 5.). 

Zatem 

P(A) = P(A—B)+ P(A B), skad 

P(A—B) =P(A) — P(A B) 

se gata) 3 PAS) 
Dues ei g/e 

Oto szukane prawdopodobienstwa: P(A) = = PB ye 7 P(A 3B) — >. 

Przyktad 3. 
i 

Mamy kostke w ksztatcie czworoscianu foremnego. Na Sciankach tej kostki sq od- 

powiednio liczby: 1, 2, 3, 4. Kostka jest wykonana z materiatu, ktory nie jest jedno- 

rodny. Rzucamy kostka i odczytujemy liczbe na Sciance lezacej na stole. Wiado- 

mo, ze prawdopodobienstwo otrzymania liczby nie mniejszej niz 3 jest rowne = 

a otrzymania liczby nie wiekszej niz 3 jest rowne 2 Jakie jest prawdopodobien- 

stwo otrzymania liczby 3 w pojedynczym rzucie ta kostka? 

Okreslamy przestrzen zdarzen elementarnych. 

Oe TZ orey 

Przyjmujemy oznaczenia: 

A - zdarzenie ,,otrzymano liczbe nie mniejszq niz 3” 

B - zdarzenie ,,otrzymano liczbe nie wieksza niz 3”. 

Zdarzeniu A sprzyjaja dwa zdarzenia elementarne. 

A= {3, 4} 

Zdarzeniu B sprzyjaja trzy zdarzenia elementarne. 

Bat iz, 3} 

Zauwaz, Ze 

Aig B=. 

Z wtasnosci 5. otrzymujemy 

P(A 0B) = P(A) + P(B)- P(A V B) 

AU B=(1, 2, 3, 4} =Q, wiec na mocy aksjomatu A2 

P(A VU B) = P(Q) = 1, wiec 
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P(A B)= 242 -1=2 

‘ pe 
Prawdopodobienstwo otrzymania liczby 3 jest rowne = 

Przyktad 4. 

Mamy szescienng kostke do gry. Kostka ta zostata wykonana z materiatu, ktory nie 

jest jednorodny. Wiadomo, ze Scianka z szescioma oczkami wypada 3 razy czescie} 

niz kazda z pozostatych Scianek. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w pojedynczym 

rzucie ta kostka otrzymamy parzysta liczbe oczek? 

Okreslamy przestrzen zdarzen elementarnych. 

OFA I Z,.3; 4) On OF 

Oznaczmy przez 3p prawdopodobienstwo otrzymania szesciu oczek w pojedyn- 

czym rzucie. 

P({6}) = 3p 
Zatem z tresci zadania wynika, ze 

P({1}) = P({2}) = PU3}) = PU4}) = PUS}) =P 
Z aksjomatu A2 i wtasnoSsci 6. (twierdzenie 1.) wiadomo, ze 

1= P(Q2) = P({1, 2, 3, 4, 5, 6}) = P({1}) + PU2}) + PU3}) + PU 4S) + PUS}) + PUL6}) = 
; =p+p+p+pt+p+3p, skad 

1=8p, wiec p=—. 
8 

Niech A oznacza zdarzenie ,,wypadta parzysta liczba oczek w pojedynczym rzucie 

kostka”. 

A= {2, 4, 6} 

Obliczamy P(A), korzystajac z wtasnosci 6. (twierdzenie 1.). 

Aes coyees 
P(A) = P({2, 4, 6}) = P({2} VU {4} V {6}) = P({2}) + P({4}) + P({6}) = F et a aS 

Prawdopodobienstwo otrzymania parzystej liczby oczek jest rowne =. 

Twierdzenie 2. 

Jesli P jest prawdopodobienstwem okreslonym w przestrzeni zdarzen elemen- 
tarnych Q oraz A, B, CQ, to 

P(AU BUC) =P{A) + P(B) + P(C)— P(A B) -P(ANC)-P(BOC)+P(ANBOO). 

Dowod: 

P[(A U B) UC] = P(A UB) + P(C) —P[(AU B) AC] = 
= P(A) + P(B) — P(AN B) + P(C)—P[(ANC) UL (BONO) = 
= P(A) + P(B) + P(C) —P(A 0 B) -[P(ANC)+P(BAC)-P(ANBOO)= 
= P(A) + P(B) + P(C) — P(AN B)—P(ANC)—-P(BAC)+P(ANBOC) 
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W dowodzie wykorzystalismy trzy razy wz6r na prawdopodobienstwo sumy zda- 
rzen (twierdzenie 1. wtasnoSé 5.) do obliczenia prawdopodobienstw 

P[(AUB) UC] P(A UB) P[(ANC)U(BAC)] 
oraz wykorzystalismy prawo dziatan na zbiorach: (AU B) \C=(ANC)U (BOC). 

Przyktad 5. 
PO 

MiceheaaiG Oni P(A) == PB) = PC = = Pi B) ee BC) 
10 5 2) 15 10 

i P(A AC) = = Obliczymy P(A J B A C), wiedzac dodatkowo, ze zdarzenia A, B, C 

daja w sumie przestrzen Q. 

Z ostatniego twierdzenia wynika, ze 

P(AQNBOC)=P(AVUBUC)-P(A)—P(B)—P(C) + P(ANB)+P(ANC)+P(BOC) 

Mamy: 

Bie pete Omviee P(A wb © C)=P(Q)=1 

i 
P(C) =1-P(C’)= 1-2-3, 

zatem 

Nate ane Beto 
= Sp SS eS 

LO gee om LOIS 

Zee Oe LO Ze ste GO ied oe 1m 
— eS he ee SS 

SLOP SHU SiUP AiO i021) 30 1308 

P(AieyB 3. C) 1 

= 1) 

Otrzymalismy wiec, ze P(A BO C)=0. 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Wiadomo, ze A, B <Q oraz P(A) = 0,75 i P(B) = 0,5. Czy moze sie zdarzyé, ze 

P(A OB) < 0,4? 

2. Wiadomo, ze P(A) = 0,6, P(B’) = 0,25 oraz AU B= Q. Oblicz P(B), P(A B), 

P(B—A). 

3. Na szesciennej symetrycznej kostce sq dwie Sciany z liczba 5, a pozostate 

$ciany maja odpowiednio liczby: 1, 2, 3, 4. Niech Q oznacza zbior wszystkich 

mozliwych wynik6éw rzutu tq kostka. Oblicz prawdopodobienstwa zajscia po- 

szczegolnych zdarzen elementarnych. Jakie jest prawdopodobienstwo zda- 

rzenia, ze na kostce wypadta nieparzysta liczba oczek? 
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Prawdopodobienstwo klasyczne 

Zatézmy, ze dana jest przestrzen zdarzen elementarnych (2 pewnego doswiadcze- 

nia losowego. 

QSHO Gato Gy} 

Niech wszystkie zdarzenia elementarne beda jednakowo prawdopodobne, tzn. 

P({a,}) = P({a2}) = -.. = P({a,}) 
Wiemy juz, ze 

= P(O)= Posada 

= P({a,} VU {a} U .. U ta, )) = 

= P({a,}) + P({a,}) + ... + P({a,}) 
Ostatnia rownoS¢ jest prawdziwa, poniewaz zdarzenia elementarne wykluczajq sie 

parami. Sq tez jednakowo prawdopodobne, wiec 

1 
BUS a a) ee aes 

Niech A bedzie dowolnym zdarzeniem zawartym w przestrzeni 2 i niech zdarzeniu 

A sprzyja k zdarzen elementarnych. Oznaczmy je: d,, d,,, .... a,. Mamy wie¢c: 

A= {G,, 4, a, \ 

Wowczas 

P(A) = P({a,} U {a,} U..U {a, }) = P({a, }) + P({a,}) +. + P({a, Hak < = 

Otrzymalismy nastepujace twierdzenie. 

Twierdzenie 1. (0 prawdopodobienstwie klasycznym) 

Jesli przestrzen zdarzen elementarnych Q jest skonczona i wszystkie zdarzenia 

elementarne sq jednakowo prawdopodobne, natomiast A jest dowolnym zdarze- 

niem w tej przestrzeni, to 

() pray=*, 
n 

gdzie P(A) oznacza prawdopodobienstwo zdarzenia A, n jest liczba wszystkich 

zdarzen elementarnych przestrzeni Q, k jest liczba zdarzen elementarnych tej 

przestrzeni sprzyjajacych zdarzeniu A. el 

Wzor (*) mozna tez zapisac tak: 

lub P(A) = —), 

gdzie symbol Q (odpowiednio |Q|) oznacza liczbe elementow zbioru Q, natomiast A 

(odpowiednio |A|) oznacza liczbe elementow zbioru A. 

P(A== 
Q) 
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Wzor (*) pozwoli nam obliczaé prawdopodobienstwa roznych zdarzen. Podkreslmy 
jednak z naciskiem, ze jego stosowanie jest mozliwe tylko, kiedy wszystkie zdarze- 
nia elementarne sq jednakowo prawdopodobne. Z taka sytuacja mamy do czynienia, 
gdy mowimy np. 0 rzucie symetryczna moneta, 0 losowaniu (karty z talii kart, liczby 
z danego zbioru skonczonego, kuli z urny itp.) czy o rzucie symetryczna kostka. 

Przyktad 1 ‘ 
<A 

Rzucamy dwa razy symetryczna kostka w ksztatcie czworoscianu foremnego. Na 

Sciankach kostki znajduja sie odpowiednio oczka od jednego do czterech. Po kaz- 

dym rzucie notujemy liczbe oczek ze Scianki, na ktora upadt czworoScian. Obliczy- 

my prawdopodobienstwo zdarzen: 

A - ,Suma liczby oczek w dwoch rzutach jest rowna 6” 

B-,,suma liczby oczek w dwoch rzutach jest nie wieksza od 5”. 

Wynik dwukrotnego rzutu kostka mozna zapisa¢ jako uporzadkowang pare liczb 

(czyli ciag dwuwyrazowy). Wszystkie zdarzenia elementarne sq jednakowo praw- 

dopodobne. Mamy: 

9={(2)j02)03),4) 
((2, 1)} ((2, 2)} (2, 39} ((2, 49} 
((3, 1}, ((3, 2)} ((3, 39}, (3, 4), 

(4,1) (4 2)) (4,3), (4,4)} 

Q=42=16 
Zdarzeniu A sprzyjaja trzy zdarzenia elementarne (oznaczone sq kolorem czerwo- 

nym). 

- 3 A=3 P(A) = — (A) e 

Zdarzeniu B sprzyja dziesie¢ zdarzen elementarnych (oznaczone sq kolorem zielo- 

nym). 

10 
B =10 P(B) = — 

we 3 5 
Prawdopodobienstwa zdarzen sq rowne: P(A) = Te P(B) = me 

Przyktad 2. 
=a 

. . a L 

Z talii sktadajacej sie z 52 kart losujemy jedna karte. Jakie jest prawdopodobien- 

stwo, ze wylosowana karta jest pikiem lub asem? 

Okreslamy przestrzen zdarzen elementarnych. 

Q - zbiér wszystkich jednoelementowych podzbiorow zbioru ztozonego z 52 kart 

oe 
Wszystkie zdarzenia elementarne sq jednakowo prawdopodobne. 



\ 

302 4. Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa 

Oznaczmy zdarzenia: 

A - ,,wylosowana karta jest pikiem’, 

Dil Sil 

Il Ss Ww 

B - ,wylosowana karta jest asem’, 

Mamy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo 

P(A UB) 

Z wtasnosci 5. (twierdzenie 1., str. 295) wiemy, Ze: 

P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A 1 B) 

AB to zdarzenie ,,wylosowana karta jest asem pik”, 

AGipes 1 

Obliczamy: 

Laren eee 
+ RAC B= = 

( ) 525252 8OZ 
ah, 4 

Prawdopodobienstwo, ze wylosowana karta jest pikiem lub asem, jest rowne aes 

Przyktad 3. 

Ze zbioru {0, 1, 2, 3, ..., 100} losujemy jedng liczbe. Obliczymy prawdopodobien- 

stwo, ze otrzymana liczba jest podzielna przez 3 lub przez 4. 

Mamy 

Ga), 1S, ay Oa 101 
Wszystkie zdarzenia elementarne sq jednakowo prawdopodobne. 

Oznaczmy: 

A - zdarzenie ,,wylosowana liczba jest podzielna przez 3”, = 34 (sprawdz!), 
| ll 

B - zdarzenie ,,wylosowana liczba jest podzielna przez 4”, B =26 (sprawdz!). 

Wowczas 

AUB to zdarzenie ,,wylosowana liczba jest podzielna przez 3 lub przez 4” 

P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A B) 

A B to zdarzenie ,wylosowana liczba jest podzielna przez 3 i przez 4 (czyli 

przez 2): 

ANB =9_ ({sprawdz!). 

Obliczamy P(A U B). 

Pe a ee 
101 

Prawdopodobienstwo, ze wylosowana liczba jest podzielna przez 3 lub przez 4, jest 
: oil 

rowne —. 
101 
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Przyktad 4. 

Ze zbioru {1, 2, 3, ..., 1000} losujemy jedna liczbe. Obliczymy prawdopodobienstwo, 
ze otrzymana liczba jest podzielna prze 4 lub przez 6, lub przez 7. 

Mamy Q = {1, 2,3, ... 1000} Q = 1000 
Wszystkie zdarzenia elementarne sq jednakowo prawdopodobne. 

Oznaczmy 

A - zdarzenie ,wylosowana liczba jest podzielna przez 4” 

A = 250 
B - zdarzenie ,,wylosowana liczba jest podzielna przez 6” 

Beaiece 
C - zdarzenie ,,wylosowana liczba jest podzielna przez 7” 

§ =D 
Zatem 

AUBUC to zdarzenie ,,wylosowana liczba jest podzielna przez 4 lub przez 6 

lub przez 7”. 

Korzystamy ze wzoru z twierdzenia 2. ze str. 298. 

P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C) = P(AD B) - P(AQNC)-P(BAC)+P(AQBOC) 

Ac B - zdarzenie ,,wylosowana liczba jest podzielna przez 4 i przez 6” (tzn. jest 

podzielna przez NWW/(4, 6), czyli przez 12) 

AN B= 83 

A C - zdarzenie , wylosowana liczba jest podzielna przez 4 i przez 7” (czyli 

przez 28) 

Aer feo 

BOC - zdarzenie ,,wylosowana liczba jest podzielna przez 6 i przez 7” (czyli 

przez 42) 

Beye = 23 

AABoC-zdarzenie ,,wylosowana liczba jest podzielna przez 4 i przez 6 i przez 7 

(czyli przez 84) 

AABAC = 11 

Obliczamy P(AUBUC). 

250 rs 166 is 122 83 oe) 23 fe {iy 428 

1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 

Prawdopodobienstwo, ze wylosowana liczba jest podzielna przez 4 lub przez 6, lub 

przez 7, jest rowne 0,428. 

P(AUBUC)= 
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Przyktad 5. 

W loterii jest do kupienia 20 loséw: 3 losy daja wygrang po 10 zt, 4 losy daja wy- 

grana po 5 zt, pozostate losy sa przegrywajace. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze 

kupujac 2 losy, wygramy 10 zt? 

I sposob 

Zaktadamy, ze kolejnos¢ kupowanych los6éw nie jest istotna. 

Wowczas: 

Q. jest to zbiér wszystkich dwuelementowych kombinacji zbioru ztozonego 

z 20 loséw. 

ea CAL 
a-| ]-190 

Z. 

Wszystkie zdarzenia elementarne sq jednakowo prawdopodobne. 

Oznaczmy: 

A - zdarzenie , kupimy 2 losy i wygramy 10 zt” 

A=A,UA,, gdzie 

A, - zdarzenie ,kupimy 1 los dajacy wygrangq 10 zti 1 los przegrywajacy” 

= S ibs 39 
A= =a) P(A, ) = — 

: i | 1 4) = 50 
A, - zdarzenie ,,kupimy 2 losy dajace wygrana po 5 zt” 

4 6 
A = =6 |? A = — 

: (4) = T50 
Oczywiscie 

A, AA,=0, zatem 
i) 6 45 9 

P(A) = P(A, UV A2) = P(A,) + P(A,) = at = 

190 190 190 38 

Il sposéb 

Zaktadamy, ze kolejnosé kupowanych losow jest istotna. 

Wowczas: 

© jest to zbiér wszystkich dwuwyrazowych wariacji bez powtérzen zbioru zto- 
zonego z 20 loséw. 

Q=20-19=380 
Wszystkie zdarzenia elementarne sq jednakowo prawdopodobne. 

Oznaczmy zdarzenia A, A,, A, tak, jak w I sposobie. Zatem 

Ay = 21355 (uzasadnij to doktadnie!) 

A, =4-3 (uzasadnij to doktadnie!) 

Poniewaz A= A, UA, i A, NA, =©, stad 

A=A,+A,, wiec A =78+12=90 
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Obliczamy P(A). 

90 
P(A) = — 
(4) 380 

Prawdopodobienstwo wygrania 10 zt jest rowne = 

Przyktad 6. 

Doswiadczenie losowe polega na trzykrotnym rzucie symetryczna szescienna kost- 
ka do gry. Jakie jest prawdopodobienstwo zdarzenia, ze co najmniej raz otrzymamy 
szes¢ oczek? 

Mamy: 

Oe {(apa, aja, aya. {1,2/3,4,5 6} Q=63=216 
Wszystkie zdarzenia elementarne sq jednakowo prawdopodobne. 

Oznaczmy 

A - zdarzenie ,,co najmniej raz otrzymamy szes¢ oczek”. 

I spos6b 

Zauwazmy, ze 

AA, OA, WA, ; sdzie 

A, oznacza zdarzenie ,,otrzymalismy tylko raz szes¢ oczek”, 

A, oznacza zdarzenie ,,otrzymalismy tylko dwa razy szes¢ oczek”, 

A, oznacza zdarzenie ,,otrzymalismy trzy razy szes¢ oczek”. 

Zdarzenia A,, A,, A; sq parami wykluczajace sie, wiec 

A=A,+A,+ A; 

Obliczamy: 

< (3 2 (Z trzech miejsc wybieramy jedno, na kt6rym bedzie 6, na pozo- 

Sd statych dwoéch miejscach moga by¢ dowolne liczby rézne od 6). 

Full eeoal = iecec aa ieee 
1 2 3 

Obliczamy P(A). 

91 
IAM = a 
(4) 216 

Okazuje sie, ze takie zadanie mozna rozwigzac proscie). 
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Il sposob 

Zauwaz, Ze 

A’ oznacza zdarzenie ,,w trzykrotnym rzucie kostka ani razu nie otrzymano 

szesciu oczek’, 

A’ See (uzasadnij to doktadnie!) 

Wiemy, ze 

P(A) =1-P(A’') 

Teas 82161250091 
p(é)=1-2, = 2 5° = 

6 6 216 216 

Ze ; 91 
Prawdopodobienstwo, ze co najmniej raz otrzymamy szes¢ oczek, jest rowne ik 

Przyktad 7. 

SpoSsrdd liczb: 1, 2, 3, 4, .... 1000 wybieramy losowo jedng liczbe. Jakie jest praw- 

dopodobienstwo, ze wylosowana liczba jest podzielna przez 4 i nie jest podzielna 

przez 6? 

Mamy: 

Q={1,2,3,4,..,1000} Q=1000 
Wszystkie zdarzenia elementarne sa jednakowo prawdopodobne. 

Oznaczmy zdarzenia: 

A - ,wylosowana liczba jest podzielna przez 4” 

B - ,wylosowana liczba jest podzielna przez 6”. 

Szukamy prawdopodobienstwa P(A — B). 

Wiadomo (zobacz dowdd wiasnosci 5. twierdzenia 1., str. 295), ze 

P(A—B) = P(A) — P(A B) 

A B to zdarzenie ,,wylosowana liczba jest podzielna przez 4 i przez 6 (czyli 

przeziiz): 

AGN E205 

Obliczamy P(A — B). 

250 83 167 PA=3)\ == 
1000 1000 1000 

Prawdopodobienstwo wylosowania liczby podzielnej przez 4 i niepodzielnej przez 
6 jest rowne 0,167. 

Przyktad 8. 

Trzech turystow przyjechato do miejscowosci, w ktérej sq 3 hotele nalezace do jed- 
nego wiasciciela. Wszystkie rozmieszczenia turystéw w tych hotelach sa jednako- 
wo prawdopodobne. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze kazdy z turystow bedzie 
w innym hotelu? 
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Kazdemu turyscie mozemy przyporzadkowaé¢ jeden z trzech hoteli. Jeéli hotele 
oznaczymy: H,, H,, H, ina przyktad pierwszy turysta wybierze hotel H,, drugi tez 
wybierze hotel H,, a trzeci turysta wybierze hotel H,, to taki wybér mozemy opisa¢ 
elaziem (i, H,, H:). 

Mamy zatem: 

Q jest to zbior tr6jwyrazowych wariacji z powtorzeniami zbioru {H,, H,, H3}. 

= 3° = 27. Wszystkie zdarzenia elementarne sq jednakowo prawdopodobne. 

Oznaczmy zdarzenie: 

A — ,kazdy z turystow bedzie w innym hotelu’. eG (uzasadnij to!), zatem 

Ga 2 
P(A) = — =-— 
(4) pay F) , 

Prawdopodobienstwo, ze kazdy turysta bedzie w innym hotelu, jest rowne a 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Ze zbioru wszystkich liczb dwucyfrowych losujemy jedng liczbe. Oblicz praw- 

dopodobienstwo zdarzenia: 

A - ,,wylosowana liczba jest podzielna przez 11” 

B - ,wylosowana liczba jest nie wieksza niz 35 i nie mniejsza niz 25” 

C - ,wylosowana liczba jest podzielna przez 5 i nie jest podzielna przez 3” 

D - ,wylosowana liczba jest catkowita wielokrotnoscia liczby 6 lub liczby 8”. 

2. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze wybierajac losowo jedna karte 

z talii 52 kart, otrzymamy karte, ktdra nie jest pikiem. 

3. W loterii jest 100 loséw, z kt6rych 4 losy daja wygrana po 10 zt, 3 losy daja 

wygrang po 20 zt, 2 losy daja wygranq 50 zt i jeden los daje wygranaq 100 zt. 

Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze kupujac 1 los, otrzymamy: 

a) los wygrywajacy 

b) los z wygrana co najmniej 50 zt. 

4. Rzucamy dwa razy symetryczna kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo 

zdarzenia, ze 
a) w drugim rzucie wypadnie szostka 

b) sz6stka wypadnie tylko raz. 

5. Rzucamy czterokrotnie symetrycznq monetga. Oblicz prawdopodobienstwo 

zdarzenia, ze 

a) co najmniej raz otrzymamy orta 

b) co najwyzej raz otrzymamy reszke. 
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DoSwiadczenia losowe wieloetapowe 

W tym temacie oméwimy budowe modelu doswiadczenia losowego, kt6re mozna 

przedstawi¢ jako ciag pewnych doswiadczen czastkowych. Takie doSwiadczenia lo- 

sowe mozna w czytelny sposéb przedstawia¢ na grafach zwanych drzewami (drze- 

wami stochastycznymi). Tego typu drzewa poznates w pierwszym temacie tego 

rozdziatu. 

Przypomnijmy: drzewo sktada sie z odcinkéw zwanych krawedziami i punktow, 

w ktorych spotykaja sie krawedzie - zwanych weztami. Kazda z krawedzi wycho- 

dzacych z tego samego wezta reprezentuje inny wynik doswiadczenia losowego 

czastkowego. 

Rozwazmy nastepujace doswiadczenie losowe. 

Mamy dwa zbiory: X= {1, 2} i Y= {3, 4, 5}. Losujemy ze zbioru X jedna cyfre, a na- 

stepnie ze zbioru Y druga cyfre i tworzymy liczbe dwucyfrowa, w ktorej.cyfra dzie- 

siatek jest pierwsza wylosowana cyfra. 

Z punktu poczatkowego (pierwszego wezta) prowadzimy krawedzie reprezentu- 

jace poszczeg6élne wyniki czastkowe I etapu dosSwiadczenia losowego. W naszym 

przypadku w | etapie doSwiadczenia mozemy otrzymac jeden z dwoch wynikow: 1 

lub 2. Pod kazda krawedzia zapisujemy (w umowny sposob) ten wynik. Nastepnie 

dorysowujemy krawedzie przedstawiajace wszystkie mozliwe wyniki kolejnego 

etapu. Punkty 1 i 2 sq weztami drzewa: 

1 “9 l etap 

ya ll dis 
pts Bas i Ae ae 

Wynik doswiadczenia losowego przebiegajacego etapami jest ciagiem wynikéw 

otrzymanych na wszystkich etapach (na drzewie ten wynik reprezentuje tzw. 

gataz). W przypadku omawianego doswiadczenia mamy 6 mozliwych wynikow: 

Q = {13, 14, 15, 23, 24, 25} 

Drzewo stochastyczne umozliwia obliczanie prawdopodobienstw zdarzen. W tym 
celu obok kazdej krawedzi zapisujemy prawdopodobienstwo otrzymania danego 
wyniku czastkowego (pojedynczego etapu). Suma prawdopodobienstw przypo- 
rzadkowanych krawedziom wychodzacym z jednego wezta jest rowna 1. 
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Ww 

reo 

(JJesli na drzewie przedstawimy zdarzenie, ktére nie jest cata przestrzenia, wow- 
czas suma prawdopodobienstw w niektorych weztach bedzie mniejsza od 1). 

Kazdemu wynikowi przyporzadkowujemy iloczyn prawdopodobienstw przypi- 
sanych kolejnym krawedziom jednej gatezi, ktéra przedstawia wynik danego do- 
Swiadczenia losowego - jest to tzw. reguta iloczynow. W omawianym przyktadzie 
mamy: 

ih, a 1 
P({13}) = P({14}) = P({15}) = P({23}) = P({24}) = P({25}) = ee 

Tak okreslone prawdopodobienstwo speinia definicje 1. str. 295. 

Pokazemy to na podstawie schematu pewnego doswiadczenia losowego dwueta- 

powego. 

Ole i 
ie A, I etap 

DAIS “/\ II etap 
B, B, 3 C, C, B 

Q= {(A, B,), (Ay, By), (Ay, Bs), (Az Cy), (Az C,)} 

Poszczegolnym zdarzeniom elementarnym przyporzadkowujemy iloczyny praw- 

dopodobienstw na poszczegolnych gateziach. 

(A, B,) (A, B,) (A, B,) (A, C;) (A,, C;) 

1 y y y y 
Gay a,-b, Ob clay Qo; Cesoke, 

Spetnione sq przy tym warunki: a,,a, 20 ia,+a,=1 

Dy, D>, 0, 20 1 by+b,+b,=1 

(i, CV eer 

P({(Ay B,)})=a,-, P({(A, B,)})=a,-b, P({(4, Bs)})=a, +b, 

P({(Ay, C)})=a2-¢, — P({(4zC)})= a2 € 
1) Od razu widaé, ze prawdopodobienstwa zdarzen sq nieujemne. 

2) Pokazemy, ze P(Q2) = 1. 

P(Q) =a, -b,+a,-b,+a,-b,+@,-C,+a,°C,= 

=a,~ (by by bs) + a, (€, + C2) = 

=a,:1+a,:1l=a,+a,=1 
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Podobne obliczenia mozna wykona¢é w przypadku doswiadczen losowych 

o wiekszej liczbie etapdow. 

3) Aby obliczyé prawdopodobienstwo zdarzenia opisanego przez kilka gatezi drze- 

wa, dodajemy prawdopodobienstwa przypisane do tych gatezi. Jest to tzw. regu- 

ta sum. Zauwaz, ze spetniony jest trzeci aksjomat, tzn. 

jesliA 0 B=@, to P(A U B) = P(A) + P(B). 

Przyktad 1. 

Rzucamy trzykrotnie niesymetryczng monetg. Prawdopodobienstwo otrzymania 

ai: ; Sabo ; all 
orta w pojedynczym rzucie jest rowne ie zaS reszki - wynosi 7 Narysujemy drze- 

wo dla tego doswiadczenia losowego i obliczymy prawdopodobienstwo zdarzenia 

A -,,otrzymano co najmniej dwa orty” 

3 1 
4 4 

0 R I rzut 

3 1 3 1 
4 4 4 4 a 
O R O R rzut 

3 ee) i 3 i 3 1 
4 4 4 4 4 4 4 4 ‘ 

0 RO RO RO Ro ee 

(2 = {(0, O, 0), (0, O, R), (O, R, 0), (0, R, R), (R, O, 0), (R, O, R), (R, R, 0), (R, R, R)} 

A={(0, 0, 0), (0, O, R), (0, R, 0), (R, 0, 0)} 

3.0sg oem) ar eons eos 
‘ . at Z F aL A , ile . . = 

Ad A AA AS 4 eA a 
Dike TIM Ey 

= —+—+—4—= 
64 64 64 64 32 

P(A) = 

Prawdopodobienstwo otrzymania w trzech rzutach co najmniej dwéch ortéw jest 
: rag 

rowne —. 
32 

Na drzewach mozna tez przedstawia¢ doswiadczenia losowe o nieokreSlonej licz- 
bie etapow. 



Doswiadczenia losowe wieloetapowe ree he! 

Przyktad 2. 
es 

Strzelec ma trzy naboje. Strzela do tarczy do pierwszego trafienia lub do wyczer- 
pania nabojow. Oddajac jeden strzat, strzelec trafia w cel z prawdopodobienstwem 
0,7. Narysujemy drzewo dla tego doswiadczenia i obliczymy prawdopodobienstwo 
zdarzenia A — ,,cel zostat trafiony za drugim lub trzecim razem’”. 

Niech T oznacza ,,strzelec trafit”, a N - ,strzelec nie trafit”. Wowczas drzewo moze 
wyglada¢ tak: 

wy o3 I strzat 

I; N 

oo II strzat 

‘i N 

wos III strzat 

Ht, N 

Q. = {T, NT, NNT, NNN} 

Obliczamy P(A): 

A={NT, NNT} 

FA) —03>0;7-- 0)30,3'0,7= 0,273 

Prawdopodobienstwo trafienia w cel za drugim lub trzecim razem jest rowne 0,273. 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. W rzucie niesymetryczng moneta prawdopodobienstwo otrzymania orta 

; P A : , 
jest rowne ef Doswiadczenie losowe polega na trzykrotnym rzucie moneta. 

. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia: 

A - ,,wypadly trzy reszki”, B - ,wypadt co najwyzej jeden orzet’. 

2. Strzelec trafia w pojedynczym strzale do tarczy z prawdopodobienstwem 0,8. 

Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze oddajac cztery strzaty, strzelec tra- 

fi do tarczy co najmniej trzy razy. 

3. Symetryczna kostka w ksztatcie szescianu ma 3 Sciany pomalowane na biato, 

2 Sciany pomalowane na czerwono i 1 Sciane pomalowang na zielono. Rzuca- 

my trzy razy ta kostkq i sprawdzamy, jakiego koloru wypadia scianka. Wyko- 

naj drzewo tego doswiadczenia losowego i zapisz prawdopodobienstwa po- 

szczegolnych wynikéw czastkowych. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia: 

a) A- we wszystkich rzutach wypadly scianki w tym samym kolorze 

b) B - scianka w kolorze czerwonym wypadia doktadnie raz. 
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Prawdopodobienstwo warunkowe 

Doswiadczenie losowe polega na dwukrotnym rzucie symetrycznq szescienng kost- 

ka do gry. Jakie jest prawdopodobienstwo zdarzenia, ze w pierwszym rzucie otrzy- 

mamy mniejsza liczbe oczek niz w drugim rzucie, jesli zatozymy, ze w drugim rzucie 

wypadto 5 lub 6 oczek? 

Q= {(w, w,): w, €{1, 2, 3, 4, 5, 6}, 7=1, 2} 

Oznaczmy zdarzenia: 

A - zdarzenie ,,w pierwszym rzucie wypadta mniejsza liczba oczek niz w drugim 

rzucie” 

B - zdarzenie ,,w drugim rzucie wypadto 5 lub 6 oczek”. 

Ponizej przedstawiona jest przestrzen Q z zaznaczonym zdarzeniem A (kolor zielo- 

ny) izdarzeniem B (kolor czerwony). 

A B 
Q= {C1 1) C2)G. 3G 4) 5) 6) 

(2, 1) (2,2) (2, 3)((, 4)) (2, 5), 6) 
3,1) 3,2) 3,3)(G IG, 5), 6) 
(4,1) (4,2) (4,3) (4945) 
(5,1) (5,2) (5,3) (5, 4)|(5, 5) (5, 6) 
(6,1) (6,2) (6,3) (6,4)((6,5) (6,6)} 

Jesli wiemy, ze w drugim rzucie wypadto 5 lub 6 oczek, to nie musimy rozpatrywa¢é 

catej przestrzeni Q (zlozonej z 36 par). Wystarczy ograniczy¢ sie do zdarzenia B. To 

zdarzenie staje sie nowa przestrzenig. Oznaczmy ja symbolem (2,. Latwo stwier- 

dziG, ze) — 12. 

Rozpatrzmy teraz zdarzenie A w nowej przestrzeni Q,. Oznaczmy je symbolem A,. 

Sprzyja mu 9 zdarzen elementarnych, czyli A, =9,azatem P(A,) = eA4 
aw 

Tak wiec szukane prawdopodobienstwo jest rowne or 
§ 0% 

To prawdopodobienstwo mozna tez wyznaczy¢ inaczej. 

Zoe Pee 
S) ANB O P(AQB P(a,)=— 3=0= = 2 - ee) 
12 B B P(B) 

Q 
Przyjmujemy nastepujaca definicje. 



Prawdopodobienstwo warunkowe wks’ 

Definicja 1. 

Prawdopodobienstwem warunkowym zajécia zdarzenia A, pod warunkiem ze 
zajdzie zdarzenie B, gdzie A,B <Q i P(B) > 0, nazywamy liczbe 

P(AQB) 
P(A|B) = P(B) 

Podsumowujac, mozemy powiedzie¢, ze prawdopodobienstwo warunkowe zajscia 

zdarzenia A, pod warunkiem ze zajdzie zdarzenie B, mozemy oblicza¢é na dwa spo- 

soby. 

I sposob: Zmieniamy przestrzen zdarzen elementarnych, ograniczajac ja tylko do 

tych zdarzen, ktore sprzyjaja zdarzeniu B (oznaczamy ja ©,) i wtedy obliczamy 

prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A (ktére oznaczamy A,), korzystajac tylko 

ze wzoru na prawdopodobienstwo klasyczne (w przestrzeni (Q,). 

Il sposob: Nie zmieniamy przestrzeni zdarzen elementarnych Q i wtedy korzysta- 

my ze wzoru 

P(A B) 
P(A|B) = a 

Twierdzenie 1. 

JesliB <Q i P(B) > 0, to funkcja, kt6ra dowolnemu zdarzeniu A, A <Q, przypo- 

rzadkowuje liczbe P(A|B) = ae spetnia aksjomaty prawdopodobienstwa. 

{endo ea 

Dow6od: 

1) P(A|B) > 0 dla dowolnego zdarzenia A, poniewaz liczba P(A|B) jest ilorazem licz- 

by nieujemnej i liczby dodatniej. 

iipoweyy Tales 7 

P(B) PB) 
3) Niech A,,A, <Q i A, NA, = ©. Wtedy oczywiscie 

(A, AB) (A, 0B) =4,; 04,0 B=, a wiec zdarzenia A, 4B i A, B sie wy- 

kluczaja. Mamy wowczas: 

P[(A, VA, OB] _ PIA, OB) UA, OBI 

2) P(02|B) = 

PtA U A,|B) = P(B) P(B) ji 

_ PCA, OB) + PCAOB) _ PCAOB) , PCAOB) _ pra iy 5 pea) 
=i P(B) P(B) P(B) 

Zatem spetnione sq aksjomaty z definicji prawdopodobienstwa (zobacz str. 295). 
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Zastanowimy sie teraz, jak dodatkowa informacja, ze zaszto zdarzenie B, wptywa na 

prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A. 

Wr6émy do doswiadczenia losowego i zdarzen A, B opisanych na poczatku tego te- 

matu. 

Wowczas 

9 24 15 
P(A|B) = — = — (A) = ==. stad P(A|B) > P(A Aes Be (Naa ad P(A|B) > P(A) 

W tej samej przestrzeni rozwazmy jeszcze dwa zdarzenia: 

B, -,,w drugim rzucie wypadty co najwyzej 2 oczka” 

B, - ,,w drugim rzucie wypadty 3 lub 4 oczka’. 

Wowczas otrzymujemy (sprawdz to!): 

P(A|B,) = 2 = P(A) = = P(A|B,) < PCA) 

P(AIB,) = = = = P(A) = = P(A|B,) = PCA) 

Jak wida¢, dodatkowy warunek moze zwieksza¢ lub zmniejsza¢ prawdopodobien- 

stwo zajscia interesujacego nas zdarzenia. Moze go takze nie zmieniac. Szczegdlnie 

istotny jest trzeci przypadek. Wrocimy jeszcze do niego w dalszym toku nauki. 

Przyktad 1. 

Z talii 52 kart losujemy jedng karte. Obliczymy, jakie jest prawdopodobienstwo zda- 

rzenia, ze wylosowana karta bedzie asem, jesli wiadomo, ze wylosowana karta jest 

pikiem. 

Oznaczmy zdarzenia: 

A -,,wylosowana karta jest asem” 

B - ,,wylosowana karta jest pikiem”. 

Mamy obliczyé P(A|B). 

I spos6b 

Ograniczamy rozwazania do kart bedacych pikami. Zatem 

(2, - zbidr wszystkich jednoelementowych kombinacji zbioru 13 pikéw 

Q,=13 

A, - zbiér aséw pik 

Ay=1, 

stad 

P(A|B) = P(A,) = = 



Prawdopodobienstwo warunkowe 315 

II sposob 

(2 — zbior wszystkich jednoelementowych kombinacji talii 52 kart 

Eo Ne 6 ei Vagn ah | ate 
We il BE) ARB) = (B) ED (. ) = i ostatecznie 

28 
Oey a 

ty, teh ae 
By 

Szukane prawdopodobienstwo jest rowne = 

Przyktad 2. 

Ze zbioru liczb {1, 2, 3, ..., 19, 20} losujemy trzy liczby. Obliczymy prawdopodobien- 

stwo, ze suma tych trzech liczb jest podzielna przez 3, jesli wiadomo, ze co najmniej 

jedna z tych liczb przy dzieleniu przez 3 daje reszte 1. 

Oznaczmy zdarzenia: 

A -,suma wylosowanych trzech liczb jest podzielna przez 3” 

B — ,co najmniej jedna z wylosowanych liczb przy dzieleniu przez 3 daje reszte 1”. 

Zauwaz, ze suma trzech liczb jest podzielna przez 3, jesli: 

— te trzy liczby dajqa taka sama reszte z dzielenia przez 3 (czyli reszte 0 albo reszte 

1, albo reszte 2) albo 

— kazda z trzech liczb daje inng reszte z dzielenia przez 3 (czyli reszte 0, 1, 2). 

Wizblorze liezbtds 2,3, .., 20} jest: 

— 6 liczb podzielnych przez 3 

— 7 liczb dajacych reszte 1 przy dzieleniu przez 3 

— 7 liczb dajacych reszte 2 przy dzieleniu przez 3. 

Lsposob 
OQ, = {{w,, Ww, wa}: w; € {1, 2,..., 20}, i= 1, 2, 3; co najmniej jedna z liczb w, przy dzie- 

leniu przez 3 daje reszte 1} 

Q, = ne - a = 1140 — 286 = 854 (dlaczego?) 

A, - zdarzenie ,suma wylosowanych trzech liczb jest podzielna przez 3 i co naj- 

mniej jedna z wylosowanych liczb przy dzieleniu przez 3 daje reszte 1. 

A, = 4 + 4 iH : "| =357 294329 (dlaczego?) 

22047, 
=A) =—— = ——— 

oa ane) On jeme 122 
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Il sposéb . 

Q - zbiér wszystkich trojelementowych kombinacji zbioru {1, 2, 3, ..., 20}. 

= (20 
a-( = 1140 

3 

——= /(7\ (7\ (7) (6 329 2 | |= PAR B)= ——— 
aed i " A fH a eG 

= (20) (13 854 
Saat = P(B) = —— 
-(* a ei (N= F540 

329 
P(AQB) 1140 _ 329 47 

B — — — — 

ae P(B) 854 854 122 
1140 

: 47 
Szukane prawdopodobienstwo jest rowne ES). 

BezpoSrednio z definicji 1. wynika zaleznosc: 

Jesli A,B eQ 1 P(B) > 0; to P(B)- P(A|B) = P(AiGB). 

Mozna ja uogolni¢é na dowolna skonczong liczbe zdarzen. W przypadku trzech zda- 

rzen otrzymamy 

i) P(A,) - P(AzIA,) - P(A3/A, 0 Az) = P(A, O42 9 Ag), 
ole A,,A5,A, co oraz=P(A,) > 0, P(A, 4,) — 0. 

Rownosé (*) mozna tatwo udowodni¢. Mamy bowiem: 

P(APALA,) PAR Axe A) 
PtA;) = P(A, NA, OA3) 

Wzory tego rodzaju stosujemy wtedy, gdy chcemy obliczy¢ prawdopodobienstwo 

iloczynu dwoch (lub wiecej niz dwoch) zdarzen, a znamy odpowiednie prawdopo- 

dobienstwa warunkowe. 

Przyktad 3. 

Na trasie samochodu znajduja sie trzy skrzyzowania z sygnalizacja swietIna. Na 
pierwszym skrzyzowaniu samochdd trafia na Swiatto czerwone lub zdétte z praw- 
dopodobienstwem 0,5. Jesli trafi na skrzyzowaniu na Swiatto zielone, to prawdo- 
podobienstwo, ze na nastepnym skrzyzowaniu bedzie miat tez Swiatto zielone, 
wzrasta 0 0,1 w stosunku do analogicznego prawdopodobienstwa na poprzednim 
skrzyzowaniu. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze samochéd przejedzie przez trzy 
skrzyzowania bez zatrzymania? 



Prawdopodobienstwo warunkowe 

Oznaczmy zdarzenia: 

A - ,samochdd przejedzie przez trzy skrzyzowania bez zatrzymania” 

A; - ,Samochdd przejedzie przez i-te skrzyzowanie bez zatrzymania; i= 1, 2, 3. 

Mamy: 

A=A,NA, OA; 

z ostatniego wzoru (*) wynika, ze 

P(A) = P(A, OA,  A3) = P(A,) - P(AQ|A,) - P(A3|A, 1 A). 

Poniewaz 

PLAN — 0.5 P(A,|A,) =0,6 PZB Ayia) — 0,7, 

wiec 

PAl—0,9- 0,67 057-0721 

Samochod przejedzie przez trzy skrzyzowania bez zatrzymywania z prawdopodo- 

bienstwem 0,21. 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Sposrdd liczb 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, wybieramy losowo jedna liczbe. Oblicz 

prawdopodobienstwo wylosowania liczby podzielnej przez 3, jezeli wiado- 

mo, ze wylosowana liczba jest parzysta. 

2. W czterdziestoosobowej grupie turyst6w 12 osdb zna tylko jezyk angielski, 

10 oséb - tylko jezyk niemiecki, a 18 osdb - zardwno jezyk angielski, jak i nie- 

miecki. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze losowo wybrana osoba 

z tej grupy zna jezyk niemiecki, jezeli wiadomo, ze zna jezyk angielski. 

3. W pudetku znajdujq sie 3 kule biate, 4 kule czerwone i 5 kul niebieskich. Z pu- 

. detka wybieramy losowo jedngq kule. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowa- 

nia kuli czerwonej, jezeli wiadomo, ze wylosowana kula nie jest niebieska. 

4. Z talii 52 kart losujemy 2 karty. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia po- 

legajacego na tym, ze obie wylosowane karty sq figurami (figury to: as, krol, 

dama, walet), jezeli wiadomo, ze: 

a) obie karty sq kierami 

b) obie karty sa czerwone. 

5. Oblicz P(A|B), jesli wiadomo, ze P(A U B) = = P(B) = > P(A) = - 

BL 7, 
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Twierdzenie o prawdopodobienstwie 

caitkowitym 

Niech rysunek ponizej przedstawia przestrzen zdarzen elementarnych 02, w ktorej 

zawiera sie zdarzenie A. 

Zdarzenia B,, B,, B; sq parami wykluczajace sie i wypetniaja przestrzen Q 

(tzn. B, U B, U B, = Q). Wéwczas zdarzenia 

AA B, ANB, A) Bs 

tez sq parami wykluczajace sie oraz 

A=(ANB,) VU (ANB) V(ANB,) 

A wiec prawdopodobienstwo zdarzenia A mozemy oblicza¢ ,,po kawatku”. 

P(A) = P(A B,)> P(ATB,) + PAB) 

Z poprzedniego tematu wiemy, ze 

P(A 1 B,) = P(A|B,) - P(B,) 

P(A B,) = P(A|B,) - P(B2) 

P(A B,) = P(A|B,) : P(B3), zatem 

P(A) = P(AIB,) - P(B,) + P(AIB,) - P(B,) + P(AIB,) - P(B3) 

Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie. 

Twierdzenie 1. (0 prawdopodobienstwie catkowitym) 

Niech A bedzie zdarzeniem zawartym w przestrzeni Q, zdarzenia B,, B,, ..., B, 

beda zdarzeniami zawartymi w tej samej przestrzeni Q, spetniajacymi warunki: 

1) BAB =O dlaizj, i,j=1,2,..,n 

(czyli zdarzenia B,, B,, ..., B, wykluczajqa sie parami) 

2) P( BO data 2h ayant 

5) Ba be Olea) 

to 

(*) P(A) =P(AIB,) - P(B,) + P(AIB,) - P(B,) +... + P(AIB,) - P(B,) 

Wzor (*) nazywa sie wzorem na prawdopodobienstwo catkowite. 



Twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym 

Przyktad 1. 

Daltonizm to wada wzroku polegajaca na zaburzeniu rozpoznawania barwy zielo- 
nej i czerwonej. Dotyka ona przecietnie pie¢ kobiet na tysiac i osmiu mezczyzn na 
stu. Z licznej grupy os6b, w ktérej stosunek liczby kobiet do liczby mezczyzn wynosi 
2 : 8, wylosowano jedna osobe. Ile Kes rowne prawdopodobienstwo wylosowania 
osoby dotknietej daltonizmem? / 

Przyjmujemy oznaczenie zdarzenia 

A — ,wylosowana osoba dotknieta jest daltonizmem”. 

Oczywiscie prawdopodobienstwo zdarzenia A zalezy od tego, czy wybrana osoba 

jest kobieta, czy mezczyzna. Zatem 

B, — ,wylosowana osoba jest kobieta” 

B, - ,wylosowana osoba jest mezczyzna’. 

Oczywiscie Banyo ales OLD, =O) ponadto 

PUB.) — 0.2 P( Bij 0 1 Uae | (ie) PBs a0 

Zatem sq speinione zatozenia twierdzenia 0 prawdopodobienstwie catkowitym. 

Mamy rowniez 

P(A|B,) =0,005 P(A|B,) = 0,08, wiec 

P(A) = P(AIB,) - P(B,) + P(AIB,) - P(B,) 
P(A) = 0,005 - 0,2 + 0,08 - 0,8 = 0,001 + 0,064 = 0,065 

Szukane prawdopodobienstwo jest rowne 0,065. 

C19 

Rozwiazania tego typu zadan mozna w prosty sposob ilustrowaé na drzewach. 

W przypadku naszego zadania drzewo bedzie wyglada¢ tak. 

ee a ee U8.) 

P(AIB Na 1B.) PCAIB,) Nea 
nD 

Zatem 

Q = {(K, D), (K, nD), (M, D), (M, nD)} 

B, ={(K, D), (K, nD)} B, = {(M, D), (M, nD)} 

A = {(K, D), (M, D)}, 
gdzie 

K - oznacza, ze wylosowano kobiete 

M - oznacza, ze wylosowano mezczyzne 

D - oznacza, ze wylosowana osoba jest daltonista 

nD - oznacza, ze wylosowana osoba nie jest daltonista. 
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Zastanodwmy sie jeszcze nad nastepujacym zagadnieniem dotyczacym przyktadu 1. 

Wylosowana osoba okazaia sie dotknieta daltonizmem. Jakie jest prawdopodobien- 

stwo, ze jest to mezczyzna? Pytamy zatem, ile jest rowne prawdopodobienstwo 

P(B,|A). Mamy 

P(B, VA) _ P(ANB,) _ P(AIB,) PCB.) 
P(B,| A) = = wiec 
ae P(A) P(A) P(A) 

0,08-0,8 64 
I er 

0,065 65 

Prawdopodobienstwo to - jak widaé - jest bardzo wysokie. 

Zauwaziny, ze postawione wyzej pytanie dotyczy przebiegu doswiadczenia losowego 

w sytuacji, gdy znany jest jego wynik (wylosowano osobe majaca daltonizm). Nato- 

miast pytanie postawione w przyktadzie 1. dotyczy wyniku doswiadczenia losowego. 

Twierdzenie 2. 

Niech A bedzie zdarzeniem zawartym w przestrzeni ©, zdarzenia B,, B,, ..., B, 

beda zdarzeniami zawartymi w tej samej przestrzeni Q, spetniajacymi warunki: 

1) BAB =O dlaizj, i j=1,2,..,n 

2) E(B) 0 dliat= 1-2). 0 

3) 1B, SO BHO oO Bis ©): 

to 

Eye ae ees 
P(A) 

P(A) = P(A|B,) - P(B,) + P(A|B,) - P(B,) + ... + P(AIB,,) - P(B,) 

, gdzie 

Wzor (**) nazywa sie wzorem Bayesa. 

Twierdzenie 2. tatwo jest udowodni¢, korzystajac z definicji prawdopodobienstwa 

warunkowego i twierdzenia 0 prawdopodobienstwie catkowitym. 

Przyktad 2. 

W szufladzie byto 5 nowych i 8 uzywanych pitek do gry w tenisa. Do pierwszej gry 
wzieto losowo z tej szuflady 2 pitki i po grze wtozono je z powrotem do szuflady. Do 
drugiej gry wzieto losowo z tej szuflady 3 pitki. lle jest rowne prawdopodobienstwo 
wziecia do drugiej gry 3 nowych pitek? 

Prawdopodobienstwo zdarzenia, ktore mamy policzyé, zalezy od tego, ile nowych 
pitek wyjeto z szuflady do pierwszej gry. 

Oznaczmy zdarzenia: 

A - ,do drugiej gry wzieto 3 pitki nowe” 

B, - ,do pierwszej gry wzieto 2 pitki nowe” 



Twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym Syl 

B, — ,do pierwszej gry wzieto 1 pitke uzywana i 1 pitke nowa” 

2) 
B, — ,do pierwszej gry wzieto 2 pitki uzywane’”. 

rem nay) PB je 

4 G}) 
Zdarzenia B,, B,, B; spetniaja zatozenia twierdzenia o prawdopodobienstwie cat- 
kowitym. 

Obliczamy P(A|B,). Zaktadamy, ze do pierwszej gry wzieto 2 pitki nowe, zatem po 
tej grze w szufladzie byto 10 pitek uzywanych i 3 pitki nowe. 

] 
Podobnie obliczamy P(A|B,) i P(A|B;). Otrzymujemy: 

3) 3] P(AIB,) === PCAIB,) = 
4 4 

Obliczamy P(A). 

_, SSmSahibecmele pou ae” 
Szukane prawdopodobienstwo jest rowne 

3718 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. WI pudetku znajduje sie 6 kul niebieskich i 4 kule czerwone, zas w II pudet- 

ku - 4 kule niebieskie i 5 czerwonych. Losujemy jedna kule z I pudetka i - nie 

ogladajac jej - wrzucamy do II pudetka. Nastepnie wybieramy losowo kule z II 

pudetka. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze druga wylosowana kula 

bedzie czerwona. 

2. Wésrod wyrobéw pierwszej i drugiej firmy towary wadliwe stanowia od- 

powiednio 5% i 3%. Pierwsza z tych firm dostarcza do hurtowni dwa razy 

wiecej wyrobow niz druga. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze jedna 

sztuka towaru zakupiona w tej hurtowni okaze sie dobra. 
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4. Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa 

Niezaleznosé zdarzen 

Omawiajac prawdopodobienstwo P(A|B) zajscia zdarzenia A pod warunkiem, ze za- 

szto zdarzenie B, zauwazylismy, ze informacja o zajsciu zdarzenia B zwykle wptywa 

na prawdopodobienstwo zdarzenia A, to znaczy P(A|B) # P(A). Ale moze tez byc 

sytuacja taka, ze 

(*) P(A|B)- P(A), —edzie P(B) = 0, 

co mozna interpretowaé jako ,,brak wplywu” zdarzenia B na zdarzenie A lub jako 

,niezaleznos¢” zdarzenia A od zdarzenia B. Warunek (*) mozna zapisa¢ - zgodnie 

z definicja prawdopodobienstwa warunkowego - jako 

P(AQB) 

P(B) 

Cee 3) SB) eB) 
Zauwazmy tez, ze jesli zdarzenie A jest ,niezalezne” od zdarzenia B, to i zdarzenie B 

jest ,niezalezne” od zdarzenia A (0 ile P(A) > 0). Mamy bowiem: 

P(AMB)=P(A) PB: PA), PA) 2 

P(B ox A) - P(B) 

P(A) 

Gee A) es) 
Warunek (**) jest symetryczny ze wzgledu na A i B (co pozwala nazwaé¢ zdarzenia A 

i B- po prostu - zdarzeniami niezaleznymi) i nie wymaga stosowania dodatkowych 

zatozen jak warunek (*) (P(B) > 0) lub jak warunek (***) (P(A) > 0). 

= P(A), czyli 

Przyjmujemy wiec nastepujaca definicje. 

Definicja 1. 

Dwa zdarzenia A, B zawarte w przestrzeni Q nazywamy zdarzeniami niezalez- 

nymi wtedy i tylko wtedy, gdy 

P(A QB) = P(A) - P(B). 

UWAGA: Zdarzen niezaleznych nie nalezy myli¢ ze zdarzeniami wykluczajacymi sie. 

Zdarzenia wykluczajace sie A, B zawarte w przestrzeni Q, 0 ile P(A) > 0 i P(B) > 0, 

nigdy nie sq niezalezne. Mamy bowiem 

PAA BH=P(2)=0 1 P(A) =P(8) > 0; czyli 

P(A B) # P(A) - P(B) 

Przyktad L 

Losujemy z talii 52 kart jedngq karte. Rozpatrzmy zdarzenia: 

A — ,wylosowana Karta jest pikiem” 

B - ,wylosowana karta jest asem’. 

Czy te zdarzenia sq niezalezne? 
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Mamy 2 = 52, wszystkie zdarzenia elementarne sq jednakowo prawdopodobne. 

A B oznacza zdarzenie ,,wylosowana karta jest asem pik”. 

Alas} B=4 ANB=1 

i | 1 
vis es P(B) = — = — P(A A B)= — 
(4) 52 4 (B) 5213 ( ) 52 

dee a il 
PA\GP(B) ==. = li P(A B) = P(A) - P(B OU ree ae czyli (A > B) = P(A) - P(B) 

Zdarzenia A i B sa niezalezne. 

Przyktad 2. 

Doswiadczenie losowe polega na dwukrotnym rzucie symetryczna, szescienna 

kostka do gry. Rozwazmy zdarzenia: A - ,,w pierwszym rzucie wypadia liczba oczek 

podzielna przez 3”, B - ,w drugim rzucie wypadio 5 oczek”. Czy zdarzenia Ai B sa 

niezalezne? 

Mamy QO = 36, wszystkie zdarzenia elementarne sq jednakowo prawdopodobne. 

een!) (3,2), (3,3), (2, 4))(3, 5), (3, 6), (6, L), (6, 2), (6, 3), (6,4); (6,5) (6, 6)} 

Tea 
Blo) 2)D)5( 3,2), (45 2), LoD), (0; 2)) B =6 

AievD —{(3,09),(6; a), AMWB=Z2 

page. le ou 

i Gi, eal a 
P(A)- P(B) = ays es zatem P(A O B) = P(A) - P(B) 

Zdarzenia A i B sq niezalezne. 

Przyktad 3. 

Doswiadczenie losowe polega na: 

a) trzykrotnym rzucie symetryczng moneta 

b) dwukrotnym rzucie symetrycznq moneta. 

Oznaczmy zdarzenia: 

A - ,otrzymalismy co najmniej jednego orta i co najmniej jedna reszkg” 

B - ,otrzymalismy co najmniej jednego orta’. 

Czy zdarzenia A i B sq niezalezne? 

Ad a) Mamy: 

Q = {(0, 0, 0), (0, O, R), (0, R, 9), (R, 0, 0), (R, R, 0), (R, O, R), (0, R, R), (RB, R, R)} 

Q = 8, wszystkie zdarzenia elementarne sq jednakowo prawdopodobne 

A={(0, 0,R), (0,R, 0), (R, 0, 0), (RR, 0), (R,0,R),(0,R,R)}  A=6 
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4. Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa 

B={(R,R,0),(R,0,R),(0,R,R),(R RR} B=4 

AAB=((RR0) (ROR RR  Aaw=s 
3 Gor8 4/1 P(AMB) == PA a Ua 

3 ta 3 P(A)-P(B) = 7 = = = PAM) 

Zdarzenia A i B sq niezalezne. 

Ad b) W tym przypadku mamy: 

Q= {(0, O), (0, R), (R, O), (R, R)} 

QO = 4, wszystkie zdarzenia elementarne sq jednakowo prawdopodobne 

A={(0,R), (R, 0)} ey 

B=1(0-2), (ORR Bae 

A B={(0,R), (R, 0)} ARB Se? 
Ss 3 il be) P(AMB) == = P(A)=2=5  PIB)= 5 

2 

PUA) @P( 5) = ; = = A FLAGB)= = zatem P(A)- P(B) # P(AXNB) 

W przypadku dwukrotnego rzutu monetg zdarzenia A i B nie sa niezalezne. 

Twierdzenie 1. 

Jesli P jest prawdopodobienstwem okreslonym w przestrzeni zdarzen elemen- 

tarnych Q, zdarzenia A, B zawarte w tej przestrzeni sq zdarzeniami niezaleznymi, 

to rowniez zdarzenia A i B’ sq zdarzeniami niezaleznymi. 

Zatozenie: Ap hci) P(A O B) = P(A) - P(B) 

Teza: P(A B’') = P(A) - P(B’) 

Dowéod: Zauwazmy, ze 

A=(AABWARBE) TAA abn 8) =f, 
Q 

zatem A B 

P(A) =P(ANB)+P(ANB’), — stad ARB 

P(A 1 B') = P(A) — P(A B) 

z zatozenia P(A ~ B) = P(A) - P(B), wiec | 

P(A 1 B’) = P(A) - P(A) - P(B) = P(A) [1 — P(B)] = P(A) - P(B’), co konczy dowdd. 

Wniosek: Jesli zdarzenia A, B, gdzie A, B <Q, sq niezalezne, to rowniez zdarzenia A’, 
B' sa niezalezne. 
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Twierdzenie zawarte we wniosku mozna tez udowodni¢ bezposrednio. W tym celu 
Zauwazmy, ze 

Adib =O (AB), stad 

P(A’ OB’) =1-P(A VU B) =1-[P(A) + P(B) - P(A B)| = 

= 1—P(A) — P(B) + P(A) - P(B) = [1 — P(A)] - P(B)[1 - PCA)] = 
=[1— P(4)] -[1— P(B)]= P(A’) - PCB) 

Omowimy teraz zagadnienie niezaleznoSci trzech i wiecej niz trzech zdarzen. 

Definicja 2. 

Zdarzenia A,, A), ..., A, Zawarte w przestrzeni Q nazywamy zdarzeniami nieza- 

leznymi wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych k sposrod nich (2 < k <n) praw- 

dopodobienstwo ich iloczynu jest rowne iloczynowi ich prawdopodobienstw. 

Tak wiec trzy zdarzenia A, B, C zawarte w przestrzeni sq niezalezne wtedy i tylko 

wtedy, gdy speinione sq jednoczesnie cztery warunki: 

P(A B) = P(A) - P(B) 

P(A AC) = P(A) - P(O) 

P(B TC) = P(B) - P(C) 

P(A BOC) =P(A) - P(B) - P(C) 

Pokazemy, ze z trzech pierwszych r6wnosci nie wynika czwarty warunek, i odwrot- 

nie - Zz czwartej r6wnosci nie wynikajq trzy pierwsze. 

Przyktad 4. 
ESS 

Niech Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} i wszystkie zdarzenia elementarne sq jednakowo 

prawdopodobne. 

a) Oznaczmy zdarzenia: 

A= {152,3,4} B2={3,4,5, 6} C= {1, 2, 5, 6} 

Wowczas ‘ 

BCA PB) 2 (C}— A 

P(ANB)= 7 = P(A): PCB) P(BAC)= 7 = PCB): PCO PANO) = <= PLA): PO 

P(ANBOC)=0# ; = P(A) - P(B) - P(C) 

Zdarzenia A, B, C nie sa niezalezne, mimo ze sq parami niezalezne. 

b) Oznaczmy zdarzenia: 

A= (152,3,4} Bit Leona nS | 6 SU tey Te teh 

Zatem 
1 P(A) = P(B) = P(C) = 5 
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4. Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa 

PAN BOO) = 5 PLA) PCB) PLO) 

P(A B) = H - , = P(A) - P(B) 

PAM 0) = = # 7 = P(A) - P(C) 

ee PBA C)= = # 5 =P(B) PCC) 

Zdarzenia A, B, C nie sq niezalezne. 

Przyktad oe) 2 

Wykazemy, ze jesli zdarzenia A, B, C zawarte w przestrzeni ( sq niezalezne, to row- 

niez zdarzenia A U Bi C sq niezalezne. 

Wystarczy pokaza¢, ze P[(AU B) AC] =P(A UB) - P(C). 

Stosujemy wzor na prawdopodobien- 

stwo sumy dwoch zdarzen. 
PI(AUB)AC =PAAQOY’(BAO|= 

Korzystamy z zatozenia — zdarzenia A, B, 

C sa niezalezne. 

= P(A) - P(C) + P(B) - P(C) — P(A) - P(B) - P(C) = ~Wytaczamy P(C) poza nawias. 

Stosujemy wzor na prawdopodobien- 

stwo sumy dwoch zdarzen. 

= P(A UB)- P(C), co konczy dowdd. 

=P(AAC)+P(BOC)—PAnBAC)= 

= [P(A) + P(B) — P(4 7 B)] - P(C) = 

Mozna rowniez wykaza¢ - stosujac wtasnosci dziatan na zbiorach i wtasnosci praw- 

dopodobienstwa - ze jesli zdarzenia A, B, C sq niezalezne, to niezalezne tez sa naste- 

pujace trojki zdarzen: A’, B,C oraz A’, B',C i A’, BC. 

Przyktad 6. 

Szesciu zawodnikéw Z,, Z,, Z3, Z,, Z;, Z, - od najlepszego do najstabszego - odda- 

je niezaleznie po jednym strzale do celu. Prawdopodobienstwo trafienia w cel, dla 

kazdego zawodnika, jest odpowiednio r6wne: 0,8 0,7 0,5 0,5 0,4 0,2. 

a) Co jest bardziej prawdopodobne: to, ze kazdy z zawodnikow Z,, Z,, Z, trafi w cel, 

czy tez to, ze kazdy z pozostatych zawodnik6w trafi w cel? 

b) Co jest bardziej prawdopodobne: to, ze co najmniej jeden sposréd zawodnikéw Z,, 

Z,, Z,, trafi w cel, czy to, ze co najmniej jeden z pozostatych zawodnik6w trafi w cel? 

Mamy 

O={ (Oy 04 Wy, Of Wa.) O61 NY i= 83, 4S 6} 

w,- wynik strzatu i-tego zawodnika (trafit w cel (7), nie trafit (N)) 
Oznaczamy 

A, - zdarzenie ,,i-ty zawodnik trafit w cel”, i = 1, 2, 3, 4,5, 6 

P(A,)=0,8 P(A,)=0,7 P(A3)=0,5 P(A,)=0,5 P(A,)=0,4 P(A.) =0,2 



Niezaleznosé zdarzen yay 

Ad a) Interesuje nas prawdopodobienstwo zdarzen 

A, OA,0A, oraz A, 0A, OAs 

Zdarzenia A,, A,, A3, Ay, As, A, sa niezalezne, wiec 

P(A, NA3 0 A,) = P(A,) : P(A3) - P(A) = 0,8 - 0,5 - 0,2 = 0,08 

P(A, NA, OAs) = P(A.) - P(A,) - P(As) = 0,7 - 0,5 - 0,4 = 0,14 

Bardziej prawdopodobne jest trafienie w cel przez kazdego z zawodnik6w Z,, Z,, Zs. 

Ad b) W tym przypadku interesuje nas prawdopodobienstwo zdarzen 

A, VA3UA, oraz A,UA, UA; 

I sposob: Stosujemy wzor na prawdopodobienstwo sumy trzech zdarzen. 

PARA, A.) = 

= P(A,) + P(A) + P(A.) — P(A, 1 A3) — P(A, A Ag) — P(A3 0 Ag) + P(A, OA3 0 Ag) = 

= P(A,) + P(A.) + P(A.) —PCA,) - P(A;) —P(A,) P(A.) P(A) - P(A) + PCA,) - PCAs) - PCA.) = 
=0,8+0,5+0,2—0,8-0,5-0,8-0,2—-0,5-0,2+0,8-0,5-0,2=0,92 

Postepujac podobnie, otrzymujemy: 

P(A WIA, Az) =0,91 

I] sposéb: Wyznaczamy zdarzenie przeciwne. 

Zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia: ,,co najmniej jeden z zawodnikow Z,, Z;, Z, 

trafi w cel” jest zdarzenie ,zaden z zawodnikow Z,, Z,, Z, nie trafi w cel”, co symbo- 

licznie mozemy zapisa¢ tak: 

A NA, OA, 

Mamy: 

PARA, A.) =1 P(A A, VA.) = 1= P(A, )- P(A.) PUAL) = 

= 0,2-0)5-0,8=0,92 

Podobnie obliczamy: 

PAO OA a P(A aA, AL) = 1 = P(4,)- P(A) P(A) = 

=1—-0,3-0,5-0,6=0,91 

Bardziej prawdopodobne jest trafienie w cel co najmniej raz przez zawodnikow Z,, 

i; Z, eZ, 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Rzucamy dwiema kostkami do gry. Okreslamy zdarzenia: 

A —,ma pierwszej kostce wypadta szdstka’, B — ,na drugiej kostce wypadta 

jedynka”. Zbadaj, czy zdarzenia A i B sa niezalezne. 

2. Dwoch strzelcéw trafia do celu: pierwszy 7 razy na 10 oddanych strzatow, 

drugi — 6 razy na 10 oddanych strzatow. Kazdy strzelec oddat jeden strzat do 

celu. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze 

a) cel zostat trafiony dwa razy b) cel zostat trafiony tylko raz. 



328 

Podstawowe pojecia statystyki. 

Sposoby prezentowania danych zebranych 

w wyniku obserwacji statystyczne] 

Statystyka jest nauka, ktora zajmuje sie badaniem zjawisk masowych. Wyrézniamy 

jej dwa dziaty: statystyke opisowa i statystyke matematycznq. Przedmiotem staty- 

styki opisowej sq zagadnienia zwiazane ze zbieraniem, porzadkowaniem, analiza 

i interpretacja zgromadzonych danych. Statystyka matematyczna jest dziatem ra- 

chunku prawdopodobienstwa i zajmuje sie modelami matematycznymi, ktérych 

uzywa sie do badania zjawisk masowych. 

Jednym z etapow badania statystycznego jest obserwacja statystyczna, ktora prze- 

prowadza sie za pomoca wywiadu kwestionariuszowego, ankiety, monitoringu czy 

rejestracji. Badaniem statystycznym obejmuje sie zwykle pewien zbior obiektéw, 

ktory nazywamy populacjqa generalna (zbiorowoSsciq generalna). Badanie obej- 

mujace wszystkie elementy populacji nazywamy badaniem petnym. Najczesciej 

przeprowadza sie badanie czesciowe obejmujace tylko pewna czes¢ populacji. Taki 

podzbior populacji, ktory zostat bezposrednio objety badaniem statystycznym, na- 

zywamy proba, a liczbe elementOw wchodzacych w sktad proby - liczebnoscia 

tej proby. W statystyce mowimy o matych probach, jesli liczebnos¢ proby jest nie 

wieksza niz 30, oraz o probach duzych, jesli liczebnos¢ proby jest wieksza niz 30. 

Proba, ktora podlega badaniu statystycznemu, powinna by¢ odpowiednio dobrana. 

Struktura préby musi odzwierciedla¢é strukture badanej populacji tak, aby istniata 

mozliwos¢ uogoélnienia otrzymanych wynikow na cata populacje. 

Elementy populacji generalnej, jakie podlegaja obserwacji statystycznej, maja réz- 

ne wtasciwoSsci, kt6re nazywamy cechami statystycznymi. W przypadku popula- 

cji danego miasta mozemy mowiC¢ 0 nastepujacych cechach: wiek, pte¢, kolor oczu, 

wyksztatcenie, wzrost, posiadanie wtasnego mieszkania czy samochodu, zaw6d 

wykonywany czy stopien zamoznosci (tzn. dochéd miesieczny na jednego cztonka 

rodziny). Wsrdd cech sq takie, ktére mozemy wyrazi¢ za pomoca liczb (np. wzrost, 

waga, dochod na cztonka rodziny). Te cechy nazywamy cechami mierzalnymi. Sa 

tez takie cechy, ktore mozemy wyrazi¢ jedynie za pomoca stéw (np. kolor oczu, pteé, 

wyksztatcenie); nazywamy je cechami niemierzalnymi. 

W wyniku badania statystycznego otrzymujemy dane statystyczne. Dane te anali- 
zuje sig 1 opracowuje. Nastepnie prezentuje sie wnioski wynikajace z uzyskanych 
danych. 
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Przyktad 1. 

Wsrod 300 uczniédw pewnego liceum przeprowadzono ankiete. Celem ankietuja- 
cych byto zdobycie informacji, ktorego przedmiotu z grupy matematyczno-przyrod- 
niczych mtodziez uczy sie najchetniej. Kazdy ankietowany wskazywat tylko jeden 
przedmiot. Okazato sie, ze na matematyke wskazato 90 osob, geografie - 75 osob, 
fizyke - 30 osdb, chemie - 45 oséb i biologie - 60 oséb. 

Zdobyte przez ankieteréw informacje przedstawimy na rézne sposoby. 

¢ Tabela 

Przedmiot Liczba uczni6w 

Matematyka 90 

Geografia 75 

Fizyka 30 

Chemia 45 

Biologia 60 

Zauwaz, ze tabela zawiera dwie kolumny - w pierwszej kolumnie wystepuje na- 

zwa przedmiotu, w drugiej liczba uczniéw, ktorzy wybrali dany przedmiot. Suma 

liczb w drugiej kolumnie wynosi 300 i jest rowna liczbie ankietowanych. Przy 

takim przedstawieniu wynikow mowimy, ze tabela zawiera wyniki mierzonej 

cechy (w tym przypadku - nazwe przedmiotu) i jej liczebnosci (liczbe ucznidéw, 

ktorzy wskazali dany przedmiot). 

e Diagram kolumnowy 

& sof 
S M - matematyka 

8 80 G - geografia 

£70 F- fizyka 

BS CH - chemia 

= OU B - biologia 

50 

40 

30 

20 

10 

F CH B_ przedmiot 

Kazda z kolumn przedstawionych na diagramie odpowiada jednemu z przed- 

miotéw szkolnych podlegajacych badaniu. Legenda zamieszczona obok diagra- 

mu informuje nas, ktéra kolumna odpowiada jakiemu przedmiotowi. Wysokosé 

kolumny odpowiada liczbie gtoséw oddanych na dany przedmiot. 



Spohe) 5. Elementy statystyki opisowej 

¢ Diagram stupkowy 

przedmiot 

a Se 5S a) es | al 

110) 20) 30" 40> 50 60) 70) 80) 90 
liczba uczniodw 

Os pozioma informuje o liczbie gtos6w oddanych na dany przedmiot. Poszcze- 

gélne stupki (poziome pasy) odpowiadaja badanym przedmiotom. Im dtuzszy 

stupek, tym wiecej gtoséw oddanych na dany przedmiot. 

Diagram koltowy 

Aby sporzadzi¢ diagram kotowy, nalezy wykona¢ odpowiednie obliczenia. Inte- 

resuje nas zaleznos¢ miedzy liczba gtosdw oddanych na dany przedmiot a cze- 

Sciqa kota, ktora odpowiada tej liczbie gtoséw. Obliczenia wykonujemy w naste- 

pujacy sposob: 
9 

Na matematyke oddano 90 gtoséw, co stanowi a5 wszystkich oddanych gto- 

sow, czyli 0,3. Zatem liczbie glos6w oddanych na matematyke odpowiada kat 

Srodkowy o mierze 0,3 - 360° = 108°. Podobnie wykonujemy pozostate rachunki. 

Liczbie gtos6w oddanych na geografie odpowiada kat Srodkowy o mierze 90°, na 

fizyke - kat Srodkowy o mierze 36°, na chemie - kat Srodkowy o mierze 54°, na 

biologie - kat Srodkowy o mierze 72°. Ponizej prezentujemy zebrane dane staty- 

styczne w postaci diagramu kotowego. 

matematyka 

geografia 

| fizyka 

i chemia 

fc biologia 

Zdarza sie, ze dane uzyskane w wyniku badania statystycznego przedstawia sie 

w postaci diagramu procentowego. Diagram kotowy procentowy przedstawia 

zebrane dane wyrazone w procentach. Informacje otrzymane przez ankiete- 
row wskazujq, ze na matematyke gtosowato 30% ucznidw, na geografie - 25% 
uczniow, na fizyke - 10% uczniow, na chemie - 15% ucznidéw, a na biologie - 20% 
ucznidw. 



Podstawowe pojecia statystyki. Sposoby prezentowania danvych... SoH 

Oto diagram kotowy procentowy zebranych danych. 

biologia 

e Diagram czestosci wzglednych 

Opracowujac wyniki ankiety, mozemy wzig¢ pod uwage tzw. czestosci wzgled- 

ne. Czestos¢ wzgledna to utamek wtasciwy rdwny stosunkowi liczby wynikéw 

przypisanych badanej cesze (w tym przypadku liczby gtoséw oddanych na dany 

przedmiot) do ogélnej liczby wynikéw. W przypadku ankiety dotyczacej przed- 

miot6éw szkolnych czestos¢ wzgledna wystepowania matematyki wésréd odda- 

nych gtoséw wynosita 0,3; czestos¢ wzgledna wystepowania geografii - 0,25; 

czestos¢ wzgledna wystepowania fizyki - 0,1; czestos¢ wzgledna wystepowania 

chemii - 0,15; czestos¢ wzgledna wystepowania biologii - 0,2. 

Ponizej prezentujemy diagram czestosci wzglednych poszczegolnych przed- 

miotow. 
SO) 

£ 03 2 0, 

S 0,25 |] matematyka 

0,2 geografia 

Da fizyka 

(a chemia 

[a biologia 

przedmiot 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Wér6d pie¢dziesieciu losowo wybranych oséb przeprowadzono sonde ulicz- 

na, w ktorej zapytano: ,,Ile razy w ciagu minionego potrocza byt(a) Pan(i) na 

spektaklu w teatrze?”. Otrzymano nastepujace wyniki: 0 razy - odpowiedzia- 

to 40% badanych, 1 raz - 30% osdb, 2 razy - 20% os6b, 3 razy - 10% osob. 

Przedstaw zebrane dane w postaci tabeli liczebnosci, diagramu kotowego 

oraz diagramu stupkowego. 
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Baz 5. Elementy statystyki opisowej 

Srednia z préby 

W poprzednich latach nauki poznates pojecie Sredniej arytmetycznej liczb rZzeczy- 

wistych. Termin ten wystepuje rowniez w statystyce i dotyczy danych, ktore zawie- 

raja wartosci cechy mierzalnej (czyli cechy wyrazonej liczba). 

Definicja 1. 

Niech liczby x,, X, .... X, beda wartoSciami pewnej cechy mierzalnej. 

é Pater Xe Xo ea eee 
Srednia arytmetyczna z proby liczb x,, X,, ..., xX, nazywamy liczbe ; 

, = n 
ktorg oznaczamy x. 

Przyktad 1. 

Janek z trzech prac klasowych z matematyki otrzymat nastepujace oceny: 

2+ ia 4 

Obliczymy Ssrednia ocen Janka z prac klasowych z matematyki, zaktadajac, ze ,,+” 

przy ocenie ma wartosé 0,5. 

Obliczamy: 

Sepa eacae CS) 

3 3 
=3 R= 

Srednia ocen Janka z prac klasowych z matematyki jest rowna 3. 

Przyktad 2. 

W pewnym liceum przeprowadzono sprawdzian dyrektorski z matematyki wsr6d 

wszystkich klas trzecich. W 34-osobowej klasie Illa Srednia ocen z tego spraw- 

dzianu byta rdwna 2,5, w 36-osobowej klasie IIIb Srednia ocen byta rowna 2,5, 

a w 20-osobowgj klasie IIIc Srednia ocen byta rowna 4,0. Jaka byta Srednia ocen ze 

sprawdzianu dyrektorskiego wszystkich ucznidw z klas trzecich? 

Aby wyznaczy¢ zqadanq Srednia, wystarczy obliczy¢ sumy ocen ze sprawdzianu 

w kazdej klasie, otrzymane wyniki doda¢ i na koniec podzieli¢é przez liczbe wszyst- 

kich uczniow klas trzecich. 

Suma ocen ze sprawdzianu w klasie Illa jest rowna: 34-2,5 

w klasie IIIb S6%255 

w klasie IIIc 20-4,0 

Liczba wszystkich ucznidw klas trzecich: 34 + 36+ 20 

Srednia ocen w trzech klasach jest rowna: 

34° 2,9+3672,0 420-40) 854904 80 e255 

34 +36 +20 90  ~=—90 
= 2,8(3) 



Srednia z prdéby Siete) 

Zauwaz, ze Srednia ocen jest nizsza od 3. Dlaczego tak jest? Ot6z klasy nie sq row- 
noliczne i wiekszy wptyw na Srednia kofcowa ma kazda z ocen 2,5 niz ocena 4,0. 
Mozna tez powiedzie¢, ze ,waga” kazdej oceny z ocen 2,5 jest wieksza niz ,,waga” 
oceny 4,0. 

Definicja 2. 

Niech liczby x,, x,, .... x, beda wartosciami pewnej cechy mierzalnej, a liczby do- 
datnie W1, Wp, .., W, beda wagami odpowiadajacymi tym wartosciom cechy. 

Sredniq wazona liczb x,, x,, ..., x, Z wagami odpowiednio w,, w,, ..., w, nazywamy 

: X,°W, +X,°W, +..+X Ww 
liczbe +++ z ~, ktéra oznaczamy xX,,. 

W, + W, +..+ W, 

Przyktad 3. 

Nauczyciel przedstawil uczniom zasady wystawiania oceny semestralnej z matema- 

tyki. Poinformowal, ze najwieksze znaczenie maja dla niego prace klasowe, mniej 

wazne sa krotkie sprawdziany i odpowiedzi ustne, a najnizej punktowane sq prace 

domowe. Odpowiednim formom sprawdzania wiedzy przypisat nastepujace wagi: 

Forma sprawdzania Prace Krotkie sprawdziany Prace domowe 

wiedzy klasowe lub odpowiedzi ustne 

Waga 5 3 2 

Poinformowat ucznidw, ze ocena semestralna to srednia wazona uzyskanych ocen. 

a) Obliczymy, jaka ocene wystawi nauczyciel uczniowi, ktory w semestrze uzyskat 

nastepujace oceny: 

prace klasowe: ‘het Sh ned 

krotkie sprawdziany: 5,4 

odpowiedz ustna: 3 

prace domowe: 3,4. 

b) Obliczymy Srednia arytmetycznq ocen ucznia i ocenimy, czy bardziej korzystne 

-w tej sytuacji jest wystawienie oceny bedacej srednia arytmetyczna, czy srednia 

wazong uzyskanych ocen. 

Ad a) Obliczamy srednia wazona. 

Mos gee 2 cot sat id ee se ea 

:- 5454545434343424+2 

Po (13424 2j43 S443) 42 ($44) 2843 12te:7 _ 90 4g 

is Pee 20+94+4 3G ama 

Na koniec semestru uczen otrzyma ocene 2+. 

Ad b) Obliczamy Srednia arytmetycznq ocen. 

14342424+54+44+34+3+4 27 as 
x= 9 9 
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Gdyby nauczyciel wystawit na semestr ocene rowngq Sredniej arytmetycznej uzy- 

skanych ocen, uczen otrzymatby na semestr 3. Zatem w tym przypadku otrzymatby 

lepsza ocene koncowa. 

Przyktad 4. 

Wiasciciel herbaciarni ,Smaki $wiata”, zanim na state wprowadzi nowa herbate 

dla klientéw, przeprowadza badanie na grupie 20 oséb losowo wybranych sposrod 

bywalcow lokalu. Wybrane osoby oceniaja herbate w trzech kategoriach: b-barwy, 

s-smaku oraz c-ceny, przyznajac kazdej z trzech kategorii liczbe punktéw w skali 

0-4. Nastepnie wiasciciel oblicza Srednie arytmetyczne x,, X, oraz X,, w ten sposob 

uzyskanych punktow. O wprowadzeniu herbaty do sprzedazy decyduje Srednia wa- 

zona, ktora oblicza ze Srednich x,, X, oraz X,, nadajac im odpowiednio wagi: 3, 5, 2. 

W przypadku, gdy srednia wazona jest wieksza od 2,5, zapada decyzja 0 wprowa- 

dzeniu herbaty do statej sprzedazy. 

Dla herbaty ,,Zimowa rozkosz” uzyskano nastepujace wyniki w poszczegolnych ka- 

tegoriach: 

Barwa Smak 1 
s ; - Dy BS liczba punkt6w 0 | 1/2)3)4 2 
4 : P 
| liczba oséb 0 |o | 6 | 2 |12| .) 

33 = a) 
n 

82 S 

So - 

OUI 2) 23 a4 
liczba oséb liczba punktow 

Ocenimy, czy herbata ,Zimowa rozkosz” bedzie serwowana w herbaciarni ,Smaki 

Swiata”. 

e Najpierw obliczymy srednie arytmetyczne punktow, jakie uzyskata herbata 

,Zimowa rozkosz” w poszczegoélnych kategoriach. 

a LOL 2c Zeeo ele oe 
Xe = DISS 

20 

- 0-04+0-1+6-2+2-34+12-4 
Re =3,3 

20 

iL 
Oe Baie 0 ero ee 

ae 10 5 5 D 10 -~18 

20 

* Nastepnie obliczamy Srednia wazong liczb X,, xX, oraz X, z wagami odpowiednio 
3), 5) OWA A 

= Vigo 25,0 ae ome BT 1S 

i Con iy, a 
=2719 = 253 

Srednia wazona X,, > 2,5, wiec wtasciciel herbaciarni wprowadzi herbate ,Zimowa 
rozkosz” do statej sprzedazy. 



Srednia z proby 

Srednia wazona jest parametrem statystycznym bardzo czesto uzywanym w me- 
diach. Trzeba jednak pamietaé, ze charakteryzowanie populacji jedynie za pomoca 
takiej Sredniej moze prowadzi¢ do znieksztatcenia lub nawet zafatszowania stanu 
faktycznego. By tego uniknaé, warto stosowaé tez inne parametry. Omdowimy je 
w kolejnych tematach. 

Sprawdz, czv rozumiesz 

1. Nauczyciel wychowania fizycznego przeprowadzit w klasie Illa sprawdzian 
z biegu na 100 m. Uzyskane wyniki (w sekundach) na tym dystansie przez 
dziewczeta i chtopcéw ilustruja ponizsze diagramy. 

oe 7 Sad, 
5 ‘ 
=a0 A, 6 
2 & 
se on 
wo 4 ow 4 
Q ae} 

& 3 28 
7 2 2 

1 il 

14’ czas [s] 

Oblicz: 

a) Sredni czas biegu dla dziewczat tej klasy 

b) Sredni czas biegu dla chtopcow tej klasy 

c) Ssredni czas biegu dla catej klasy Illa. 

2. Wtasciciel dwoch nadbattyckich pensjonatow ,,Czajka” i ,Mewa” przeprowa- 

dzit wsréd 10 losowo wybranych osob (po 5 wczasowiczéw z kazdego osrod- 

ka) sondaz, badajac zadowolenie goSsci w trzech kategoriach: standard pokoju 

(z waga 3), wyzywienie (z waga 5) oraz kulture obstugi (z waga 2). Kazdy son- 

dowany goé¢ oceniat pensjonat, przyznajac kazdej z wymienionych kategorii 

ocene czastkowa w Sskali ocen szkolnych 1-6. Ocene koncowg pensjonatu ob- 

liczat wtasciciel jako Srednia wazongq ocen czastkowych. Poszczegolne pensjo- 

naty uzyskaty nastepujace oceny czastkowe: 

Pensjonat ,,Czajka” Pensjonat ,Mewa” 

: Ocena Liczba Ocena Liczba 

paps atesorla czastkowa | osG6b NSIS czastkowa | osdb 

4 2 Standard 6 3 
Standard 3 1 pokoju 5 9 

pokoju 3 5 i a 

CL ore 6 1 Wyzywienie 5 1 
Wyzywienie P i 3 1 

Kultura 5 3 Kultura zt 2 

obstugi 4 2 _ obstugi 3 3 

Ktéry pensjonat uzyskat lepszq ocene koncow@q? 

St0}0) 
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Mediana z proby i moda z proby 

Przyktad 1. 
Res 

Wéréd 20 losowo wybranych rodzin przeprowadzono badanie statystyczne. Przed- 

miotem badania byta liczba dzieci. Otrzymano nastepujace wyniki: 

13°80" 2S RPS 1S ee eee 

Sprawdzimy, kt6ra wartos¢ powtarza sie najczesciej. 

W tym celu uporzadkujemy zebrane dane statystyczne, zapisujac je w postaci nie- 

malejacego ciagu liczb (od najmniejszej wartosci do najwieksze}): 

Ook i th Ot 2 ee ee 

Mozemy takze zebrane wyniki zapisa¢ w postaci tabeli liczebnosci, przyporzadko- 

wujac roznym wartosciom badanej cechy ich liczebnos¢: 

Wartos¢ cechy (liczba dzieci w rodzinie) : 

Liczebnosc (liczba rodzin) 

WartoS¢, ktéra powtarza sie najczeSsciej (9 razy), to wartos¢ 1. 

Definicja 1. 

Moda (lub dominanta) zbioru danych statystycznych nazywamy te wartoSé ce- 

chy statystycznej, ktora w zbiorze tym wystepuje najczesciej. Mode oznaczamy 

symbolem M... 

Moze sie zdarzy¢ tak, ze w zbiorze danych statystycznych wszystkie wartosci wy- 

stepujq z taka sama liczebnoscia. Wowczas moéwimy, ze w zbiorze danych nie ma 

mody. Jezeli natomiast w zbiorze danych statystycznych kilka wartosci cechy wy- 

stepuje z taka sama liczebnoScia i wieksza niz pozostate wartosci, to kazda z nich 

traktujemy jako mode. 

Przyktad 2. 

Na obozie sportowym trener koszykéwki sprawdzat dyspozycje zawodnik6éw przed 

meczem. Kazdy sportowiec rzucat po 5 razy do kosza. Trener zapisywat liczbe rzu- 

tow celnych dla kazdego koszykarza. Wynik przedstawit na diagramie. 
3 
sO 

z 5 Jaka jest moda celnych rzutéw do kosza? 

64 q Z diagramu odczytujemy, ze najczesciej pojawia- 
a3 ty sie dwie wartoSsci: 3 oraz 5 z taka sama liczeb- 
E ; nosciqa 7 i wieksza niz pozostate wartoSsci. Zatem 

moda ma dwie wartoSci: a 5 T T a i 

A PA yn 5 sy Hon 9 Sah 8) 10 

liczba zawodniké6w 3 OFaz 5. 



Mediana z préby i moda z proby rofoi// 

Inna liczba, kt6ra charakteryzuje zbior danych statystycznych, jest mediana. 

Definicja 2. 

Niech x,, X3, ..., X, bedzie niemalejacym ciagiem wartosci badanej cechy mierzalnej. 
Mediana nazywamy liczbe: 

Xe jesli n jest liczba nieparzysta, lub n+1? 

,  jeSlin jest liczba parzysta. 

Mediane oznaczamy symbolem M.,. 

Przyktad 3. 
eee 

Obliczymy mediane M, zbioru danych statystycznych przedstawionych w postaci: 

a) tabeli liczebnosci b) diagramu kolumnowego 

_Wartos¢ | Z | 4 | i | 8 : 

|Liczebnogé | 3 | 2 | 5 | 1 
liczebnosé 
ew ow 

fe 
1 6 7 wartosé 

Ad a) Zauwazamy, ze liczba danych statystycznych jest rowna 11. 

2) 6 wee aes ea eee BA PAe Se | 
ame lee? ae ae 77 N87 7. ales 

Poniewaz liczba 11 jest nieparzysta, wiec na podstawie definicji 2. otrzymujemy: 

M, = Xai =ohG =/ 

2 

W tym przypadku mediana jest wartoscig cechy, kt6rq ma Srodkowy element w upo- 

rzadkowanym zbiorze danych. 

Ad b) Tym razem liczba danych statystycznych jest rowna 10. 

veh Base ote) |e Ie ie eam ee ee aloe Ve 

ae eu ss AIG lou br) (6. [1° 

Poniewaz liczba 10 jest parzysta, wiec na podstawie definicji 2. mamy: 

Me = 5 = 4,5 

jae 

W tym przypadku mediana jest rowna Sredniej arytmetycznej dwoch srodkowych 

wartosci badanej cechy w uporzadkowanym zbiorze danych. 
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ZauwazZ, Ze: 

¢ Mediana M, jest taka liczba, dla ktérej co najmniej potowa danych ma wartosc 

nie wiekszq niz M,i co najmniej potowa danych ma wartoS¢ nie mniejszq niz M,. 

¢ Mediana M,moze nalezeé do zbioru danych, ale takze moze do tego zbioru nie na- 

lezec. 

Przyktad 4. 

Przeprowadzono sonde uliczna. Kazdej z 20 osob, wybranych losowo na ulicy, zada- 

no pytanie: ,,Ile ksigzek przeczytat(a) Pan(i) w ciagu ostatniego miesiaca?”. Wyniki 

przedstawione sq ponizej, w postaci procentowego diagramu kotowego. 

[_] oksigzek 

[| 1ksigzka 

[_] 2 ksiazki 

[| 3ksiqzki 

Uporzadkujemy dane statystyczne oraz wyznaczymy mode i mediane. 

Z diagramu odczytujemy, ze w ciagu ostatniego miesiaca ani jednej ksiqazki nie prze- 

czytato 30% badanych, czyli 6 osob (0,3 - 20 = 6); 1 ksiazke przeczytato 8 osdéb, 

2 ksiqgzki - 2 osoby i 3 ksiazki - 4 osoby. Po uporzadkowaniu otrzymujemy ciag 

danych: 0; 0,0;0;.0) Ob aly ie tl de ese 

Wartoscia, ktéra wystepuje najczesciej jest 1, zatem moda M, = 1. Liczba danych jest 

parzysta i wynosi 20, stad mediana ma wartosc: 

Przyktad 5. 

Ponizsze diagramy ilustruja miesieczne zarobki pracownikéw dwoch firm: ,,Alfa” 
i, Beta”. 

Firma ,,Alfa” Firma ,,Beta” 
50005 — 20000 

4000+ 

30005 

20004 

oOo 
oO 
N 
st 

1 
16000 

13000 

3300 

miesieczne wynagrodzenie [zt] miesieczne wynagrodzenie [zt 

liczba pracownikéw iczba pracowniké6w 



Mediana z proby i moda z préby Bag 

Przeanalizujemy wysokoSé pensji w obu firmach. Obliczymy mediane oraz srednia 
piace. Ktora z obliczonych wartosci lepiej ilustruje poziom ptac? 

e Wfirmie ,,Alfa’ mediana zarobk6w miesiecznych wynosi 

3250 +330 ey aie eé 

Srednia ptaca w tej firmie ma wartos¢: 

ze 4200 + 2-3250+3-3000 + 4-3300 = 3290 (zt) 

10 

Mediana i Srednia zarobkéw miesiecznych maja zblizone wartosci. Oznacza to, 

ze pensje pracownikéw nie sq mocno zréznicowane. Potowa pracownikéw za- 

rabia mniej niz wynosi srednia, potowa wiecej, ale rdznice pomiedzy pensjami 

pracowniczymi nie sq duze. 

e Wfirmie ,,Beta” mediana zarobkéw wynosi 

_ 3400+ 3400 
= 3400 (zi) 

e 

Obliczymy srednig zarobkow w tej firmie. 

ze 16000 + 2-3400 + 33-3600 + 4-3200 = 4640 (23) 

10 

W tym przypadku mediana i srednia istotnie sie od siebie réznia. Srednia fatszy- 

wie ilustruje poziom ptac w firmie ,,Beta”. Wszyscy pracownicy (oprécz prezesa) 

zarabiaja ponizej sredniej. Tu poziom ptac wierniej oddaje mediana. 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Wér6d ucznioéw klasy trzeciej w pewnym liceum przeprowadzono ankiete, za- 

dajac pytanie: , Ile godzin dziennie spedzasz przed komputerem?”. Otrzymane 

wyniki przedstawiono w postaci diagramu stupkowego, ktory przedstawiony 

_ jest ponizej. 

liczba godzin 

iczba uczniodw i 

Zapisz dane statystyczne w postaci tabeli liczebnosci. 

a) Wyznacz mode i mediane zbioru danych. 

b) Oblicz srednia liczbe godzin spedzanych dziennie przed komputerem. 
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Wariancja i odchylenie standardowe 

Przykta d 1. 

Trener skoczkéw narciarskich przygotowuje do konkursu dwoch zawodnikow. 

W czasie ostatniego treningu przed konkursem kazdy zawodnik miat po 5 skokow. 

Dtugosci (w metrach) tych skokéw przedstawiajq sie nastepujqco: 

I skoczek 102,5 106 98,5 112 101 

Il skoczek 104,5 105 103 106,5 101 

Trener moze wyznaczy¢ do konkursu jednego z tych zawodnikow. Postanowitl po- 

rownaé Srednie dtugosci skokéw pierwszego i drugiego skoczka. 

Srednia z préby dla pierwszego skoczka: 

z- 102,5+106+98,5+112+101 
= = 104 (m) 

Srednia z préby dla drugiego skoczka: 

— 104,5+105+1 106, . 04,5+105+103 + O82 ota 
Xi 

5 

Okazato sie, ze obie Srednie sq identyczne. Mimo to trener wybrat do zawodow dru- 

giego skoczka. Jaki mégt by¢ powdd tej decyzji? 

Analizujac tabele diugosci skokéw, zauwazamy, ze wyniki skokow drugiego skoczka 

mniej odbiegajq od sredniej niz wyniki pierwszego. Ponizsza tabela przedstawia te 

roznice (,,rozrzut wynikéw”): 

» ea, Oat PCat Ot ier BOM) OS, 6 gen eC 

Odchylenie wartoSci x, 1s 

od Sredniej x Sia - —5,5 8 =3 

Odchylenie wartosci x, ; 

od éredniej x 0, 1 il AS 23 

Wartosci bezwzgledne odchylen od sredniej u pierwszego skoczka sa rowne: 

15 Me Zito. So Th 

Ich suma wynosi 20 m. Zatem odchylenie przecietne w 5 skokach jest rowne 4 m. 

U drugiego skoczka wartoSci bezwzgledne odchylen od sredniej wynosza: 

05 Mm; bimini eZ Saris 

To w sumie 8 m. Zatem odchylenie przecietne w 5 skokach wynosi tylko 1,6 m. 
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Nietrudno zauwazy¢, ze drugi skoczek ma forme bardziej stabilna, bowiem odchy- 
lenie przecietne od sredniej w jego przypadku jest mniejsze. To mogto byé powo- 
dem decyzji trenera 0 wystawieniu do zawodéw drugiego skoczka. 

Bardziej interesuje nas, jak dalece réznia sie poszczegélne wyniki od sredniej, bez 
rozrozniania, czy sq mniejsze, czy wieksze od sredniej. Aby to ocenié, oblicza sie 
odchylenie standardowe, ktore pokazuje, 0 ile wartosci mierzonej wielkosci (cechy) 
roznia sie od sredniej. 

Definicja 1. 

Wariancja z préby nazywamy Srednia arytmetyczna kwadrat6éw réznic pomie- 

dzy wynikami badanej cechy a ich Srednig z proéby. Wariancje oznaczamy sym- 

bolem o°. 

Odchyleniem standardowym z proby nazywamy liczbe rowna pierwiastkowi 

kwadratowemu z wariancji (z préby). Odchylenie standardowe oznaczamy 

symbolem o. 

JeSli x, X>, ..., X, Sa WartoSciami badanej cechy,a x jest Srednig arytmetyczng warto- 

Sci X,, X>, «.., X,, to wariancje obliczamy wedtug wzoru: 

eS x). +(x, a +..+(X, =). 
aes 

Oo 

Odchylenie standardowe obliczamy natomiast wedtug wzoru: 

_ [es ey ee ee (xe x | 

n 

Obliczymy odchylenie standardowe dla kazdego ze skoczkow z przyktadu 1. 

A - ae 2 aol (ee SiS ATER 
5 

2 (0,5)° + 1° + a +(25) +(-3) _ [17,5 8B ileus 

Wyniki pierwszego skoczka rézniq sie zatem od ee (przecietnie) 0 4,7 m, zas 

drugiego - 0 1,9 m. 

Przyktad 2 

Producent soku marchewkowego ,,Selekta” dostarcza codziennie do sklepu wa- 

rzywniczego 80 pétlitrowych butelek soku. Firma zapewnita sprzedawce, ze sred- 

nio w butelce znajduje sie 0,5 | soku oraz ze mniej niz 10% butelek dziennej dosta- 

wy zawiera ilosé soku spoza przedziatu (x — 0, X +o). Wtasciciel sklepu poddat 

kontroli jedng z dziennych dostaw soku. Otrzymat nastepujace rezultaty: 
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5. Elementy statystyki opisowej 

Zawartosé soku w butelce (1) | 0,46 | 0,47 | 0,48 | 0,49 | 0,50 | 0,51 | 0,52 
Liczba butelek 2 is lp te eco. is eee 

Sprawdzimy rzetelnos¢ firmy ,,Selekta”. 

W tym celu obliczymy najpierw srednia pojemnos¢ soku w butelce x i odchylenie 

standardowe o. Otrzymujemy: 

x ~ 0,495 (I) i o%0,014 ()). 

Firma zapewnita sprzedawce, ze mniej niz 10% butelek dziennej dostawy bedzie 

miato pojemnosé soku spoza przedziatu (0,48; 0,51). Okazato sie, ze w badanej do- 

stawie byty 3 butelki o pojemnosci soku mniejszej niz 0,48 | oraz 8 butelek o po- 

jemnosci soku wiekszej niz 0,51 1, czyli ok. 14% dostawy. Sprzedawca nie rozwiazat 

umowy z dostawca, bowiem tylko 3,75% butelek miato objetos¢ soku zbyt mata. 

Firma ,,Selekta” jest rzetelnym dostawca sokow. 

Przyktad 3. 
W dwoch klasach Ila i IIIb, z kt6rych kazda liczy 30 uczniéw, przeprowadzono 

sprawdzian semestralny z matematyki. Wyniki tych sprawdzianow przedstawiaja 

diagramy czestosci wzglednych uzyskanych wynikow. 

Wyniki klasy Illa Wyniki klasy IIIb 

czestos¢é 

wlR 

czestosé 

wlR 

Przeanalizujemy wyniki i sprobujemy scharakteryzowaé obie klasy. 

Na diagramie czestosci wzglednych odczytujemy mode ocen: 

w klasie Ila moda jest rowna 5, w klasie IIIb natomiast 3. 

Aby wykona€ pozostate obliczenia, przedstawimy wyniki obu sprawdzianow w ta- 
beli liczebnoSci. 

Wyniki sprawdzianu Wyniki sprawdzianu 

w klasie Ila w klasie IIb 

Ocena 1/2/3|4|5[6) (Sees |2 [3 yas le 
|Liczebnosé | 8] 51/3 |10/3|  |Liczebnosé| 2 | 4/12] 6 | 5 



Wariancja i odchylenie standardowe 

Klasa IIa Klasa IIIb 
e Mediana 

M,=4 Meas 

e Srednia ocen 

Xx ~ 3,4 a y 3,4 a 

e Odchylenie standardowe 

dla klasy Illa: dla klasy IIIb: 

0,271,9 0, 1,2 

Charakterystyka klas. 

W klasie IIIa dominujace sq dwie grupy uczniow: uczniowie bardzo stabi oraz bar- 

dzo dobrze uczacy sie. W klasie IIIb najwieksza grupe stanowia uczniowie prze- 

cietni. Mimo ze Srednie ocen ze sprawdzianow sa identyczne, klasa IIIb jest klasa 

fatwiejszq w ,prowadzeniu’”, poniewaz uczniowie reprezentujg zblizony poziom 

wiedzy i umiejetnosci. Odchylenie od sredniej ocen jest mniejsze niz w IIIa. Pro- 

wadzenie zaje¢ w klasie Illa na pewno sprawia nauczycielowi wiele problem6w, 

poniewaz rdznice miedzy uczniami sq ogromne (najliczniejsza grupe stanowia 

uczniowie, ktérzy otrzymali oceny bardzo dobre, ale nastepna grupe, niewiele 

mniejszq liczebnie, stanowig ci, kt6rzy otrzymali oceny niedostateczne). 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Podczas ferii zimowych Ania dokonywata pomiaru temperatury powietrza 

kazdego dnia o godz. 8°. Wyniki pomiarow przedstawia ponizsza tabela. 

Dzien pomiaru LI ZAl Soll 4.1] pl 6.1] All 

Temperatura 

powietrza (°C) 
-12 =10 —10 =10 =o a, =10 

-| Dzien pomiaru 8.11 oll 10.1 LAM ag tl 3.11 14.II 

Temperatura 

powietrza (°C) 
-8 4 A 4. 3 = = 

Oblicz Srednia temperature, odchylenie standardowe, mode oraz mediane. 

2. Wklasie Illa liczacej 28 osdb z ostatniego sprawdzianu z matematyki byto 13 

ocen dopuszczajacych, a pozostate oceny to dostateczne i dobre. Srednia ocen 

ze sprawdzianu wyniosta 2,75. Oblicz: 

a) liczbe ocen dobrych i dostatecznych ze sprawdzianu; 

b) odchylenie standardowe od sredniej ocen; wynik podaj z doktadnoscia do 

jednego miejsca po przecinku. 

545 



Plaszczyzny i proste w przestrzeni 

W rozdziale tym zajmiemy sie figurami geometrycznymi umieszczonymi w prze- 

strzeni tr6jwymiarowej. Podobnie jak w przypadku geometrii na ptaszczyznie - 

punktem wyjscia do rozwazan w geometrii przestrzennej sq aksjomaty. Okreslaja 

one wiasnoSci tzw. pojeé pierwotnych (punktow, prostych, ptaszczyzn). Oto przy- 

ktady aksjomatéw: 

Al. W przestrzeni istnieje co najmniej jedna ptaszczyzna. Dla BEEN) plaszczyzny 

istnieje co najmniej jeden punkt, ktory do niej nie nalezy. 

A2. Przez trzy punkty nielezace na jednej prostej przechodzi tylko jedna ptasz- 

czyzna. 
A3. Kazda ptaszczyzna ma wszystkie wtasnosci przyjete w geometrii ptaskiej. 

A4. Jesli dwie rézne ptaszczyzny maja punkt wspolny, to maja wspolngq prosta. 

AS. Jesli dwa rézne punkty prostej leza na ptaszczyznie, to cata prosta lezy na 

ptaszczyznie. 

Ptaszczyzny bedziemy oznacza¢ tak: , 7, 1,, ... Jesli punkty A, B, C nie beda lezeé 

na jednej prostej, to zapis: ptaszczyzna (ABC) bedzie oznacza¢ ptaszczyzne prze- 

chodzaca przez punkty A, B, C; czasami tez, zamiast pisa¢ na przyktad: ,,plaszczyzna, 

w kt6rej zawiera sie kwadrat ABCD”, bedziemy stosowa¢ krotszy zapis: ,,ptaszczy- 

zna (ABCD)”. 

Omowimy teraz wzajemne potozenie dwoch réznych ptaszczyzn w przestrzeni: 

a) ptaszczyzny nie maja punktéw wspdolnych; 

i ae 
b) ptaszczyzny maja punkt wspdlny, a zatem (zgodnie z aksjomatem A4) maja 

wspOlngq prosta. 

Pz 100, =k 
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Dwie ptaszczyzny, ktorych czescia wsp6lna jest prosta, nazywamy ptaszczyznami 

przecinajacymi sie, a wsp6lna prosta - krawedzia przeciecia. 

Inne potozenie dwéch réznych ptaszczyzn nie jest mozliwe. Gdyby dwie ptaszczy- 

zny miaty, oprécz wsp6lnej prostej, jeszcze jeden punkt wspdlny (nielezacy na tej 

prostej), to znaczy, ze miatyby w szczegolnosci trzy niewspotliniowe punkty wsp6l- 

ne, wiec - zgodnie z aksjomatem A2 - pokrywalyby sie. 

Definicja 1. 

Ptaszczyznami rownolegtymi nazywamy dwie ptaszczyzny, ktorych czesciq 

wspOlngq jest zbidr pusty lub cata ptaszczyzna. 

Prosta i plaszczyzna (w przestrzeni) moga znajdowaé sie wzgledem siebie w jed- 

nym z nastepujacych potozen: 

a) prosta nie ma punktow wspdlnych z ptaszczyzna; 

k 

cCOk=@ 

Peas 
b) prosta ma tylko jeden punkt wspdolny z ptaszczyzngq; 0 takiej prostej powiemy, 

ze przebija ptaszczyzne; 

Tak ={A) 

c) prosta ma dwa punkty, a zatem (zgodnie z aksjomatem A5) wszystkie punkty 

wspolne z ptaszczyzna; 0 takiej prostej mowimy, ze lezy na ptaszczyznie. 
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Przyktad 1. 

Jesli prosta k przebija ptaszczyzne 7, 

to punkt przebicia lezy na krawedzi 

przeciecia plaszczyzny 2, i dowolnej 

ptaszczyzny 2, zawierajacej prosta k. 

i 
\ 

Definicja 2. 

Prosta jest rownolegta do plaszczyzny 2, jesli nie ma punktow wspolnych 

z ptaszczyzng 7 lub lezy na ptaszczyznie z. 

Omdoéwimy teraz potozenie dwoch prostych w przestrzeni. 

a) Nie istnieje ptaszczyzna zawierajaca dwie dane proste, wowczas te proste nazy- 

wamy prostymi skosnymi. 

b) Istnieje plaszcyzna zawierajaca dwie dane proste, wowczas: 

* proste przecinaja sie, czyli majq tylko jeden punkt wspdlny 

* proste sq rownolegte i nie maja punktow wspolnych 

° proste sq rownolegte i sie pokrywaja. 
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Przyktad 2. 
De 

Rozwazmy proste wyznaczone przez wierzchotki szescianu przedstawionego na 
rysunku ponizej. 

C, 

Wybrane proste skosne ay pine Prose EEN paca 
rownolegte przecinajace sie 

PLAD YT pr BE, prAAy i pr cc, pr DG@1 pr BC 

DEAD, i prcC, PIEASs Wepre DG; pir AGW preBD 

pr DB, i pr. AA; pEeBDA pr B,D, pr Ac, i pra.c 

Twierdzenie 1. 

Jesli proste k i / sa do siebie rdwnolegte, to prosta k jest rownolegta do kazdej 

plaszczyzny zawierajacej /. 

Zatozenie: k 

dane sq proste k, /i ptaszczyzna a 

k || ea obese 
estar: 

Teza: 

k || a 

Dowéd: 
Zatézmy, ze prosta k nie lezy w ptaszczyznie a (w przeciwnym wypadku teza 

jest oczywista). Wowczas wystarczy pokaza¢, ze k A a = ©. Rozwazmy ptaszczyzne 

3, wyznaczonq przez proste k i /. Ta ptaszczyzna przecina plaszczyzne a. Krawedzia 

przeciecia jest prosta J. Gdyby prosta k przecinata ptaszczyzne z, to punkt prze- 

ciecia lezatby na krawedzi / (poniewaz k c 7, ia, =I). Ale to jest niemozZliwe, 

bo z zatozenia k || ]. Zatem k 7.1 = ©, co znaczy, ze prosta k jest rownolegta do ptasz- 

czyzny Z. 
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Przyktad 3. 

X 

6. Geometria przestrzenna 

Dany jest szeécian jak na rysunku obok. Punkty P, 

Q sq srodkami odcinkéw B,D, i BC,;. Wykazemy, ze 
prosta PQ jest rownolegta do ptaszczyzny (ABB,A,). 

Rozwazmy trojkat wyznaczony przez punkty A,, B, 

C,. Wowczas punkt P jest Srodkiem odcinka A,C, 

(dlaczego?). ; 

Punkt Q jest srodkiem odcinka BC, (z zatozenia). 

Zatem - z twierdzenia o odcinku taczacym Ssrodki 

bokow tréjkata - otrzymujemy, ze PQ || A,B. To zna- 

CZY, Ze 

pr P@.pr A,B. 

Prosta A,B lezy na plaszczyznie (ABB,A,), zatem na 

mocy ostatniego twierdzenia prosta PQ jest rowno- 

legta do ptaszczyzny (ABB,A,). 

emcee 2: 

Dwie przecinajace sie proste wyznaczajq tylko jedng ptaszczyzne. 

Zatozenie: 

dane sq proste k, |, kt6re przecinaja sie w punkcie O; niech ponadto punkt A bedzie 
dowolnym punktem prostej k (réznym od punktu OQ), punkt B - dowolnym punktem 
prostej / (roznym od punktu 0) 

Teza: 

proste k, / wyznaczaja tylko jedna ptaszczyzne 
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Dowéod: 

Z zatozenia wynika, ze punkty A, O, B nie lezqa na jednej prostej, zatem - zgodnie 
z aksjomatem A2 - przechodzi przez nie ptaszczyzna. Oznaczmy ja przez az. Punk- 
ty A, O leza na ptaszczyznie z, wiec - zgodnie z aksjomatem A5 - prosta k lezy na 
ptaszczyznie a. Podobnie mozna stwierdzié, ze prosta / lezy na ptaszczyznie az. 
Plaszczyzna zt jest jedyna ptaszczyzna, w ktorej leza proste k, 1. Gdyby bowiem inna 
ptaszczyzna 7, tez zawierala proste k, |, to - w szczeg6lnosci - punkty A, O, B naleza- 
tyby do ptaszczyzny z,. Ale punkty A, 0, B wyznaczaja tylko jedna ptaszczyzne, wiec 
plaszczyzna z, pokrywa sie z ptaszczyzna 2. 

Postepujac podobnie, mozna udowodni¢ kolejne twierdzenie. 

Twierdzenie 3. 

Prosta i punkt nielezacy na tej prostej wyznaczajq tylko jedng plaszczyzne. 

Twierdzenie 3. i aksjomat Euklidesa (kt6ry poznates w klasie pierwszej) mozna wy- 

korzysta¢ w dowodzie kolejnego twierdzenia. 

Twierdzenie 4. 

Przez dowolny punkt przestrzeni mozna poprowadzi¢ tylko jedng prosta rowno- 

legta do danej prostej. 

Twierdzenie 5. 

Jesli w przestrzeni dane sq trzy proste i dwie z tych prostych sq rownolegte do 

trzeciej prostej, to sa rowniez do siebie réwnolegte. 

Moze sie wydawaé, ze ostatnie twierdzenie jest oczywiste. Przeciez taka sama 

wtasnosé miaty trzy proste lezace na ptaszczyznie! Jednak wtasnosci, ktore byty 

prawdziwe na ptaszczyznie, nie przenosza sie ,automatycznie” na wtasnosci 

w przestrzeni. Oto przyktad: dla trzech prostych k, |, m lezacych na ptaszczyznie 

jest prawdziwe nastepujace stwierdzenie: 

Jesli proste k, / sq prostopadte do prostej m, to proste k, / sq rownolegie. 

Dla prostych k, |, m potozonych w przestrzeni powyzsze stwierdzenie jest fatszywe. 

Ot6z, jesli proste k, J, m sq potozone w przestrzeni i proste k, | sq prostopadte do 

prostej m, to proste k, / moga: 

a) przecinaé sie (pod dowolnym katem) 

b) byé réwnolegte 

c) byé skosne. 
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Kolejny przyktad pokaze zastosowanie twierdzenia 5. 

Przyktad 4. 

Punkty A, B, C, D nie leza w jednej ptaszczyznie. Ponadto punkty P, Q, R, S sq odpo- 

wiednio Srodkami odcinkéw AB, BC, CD i AD (patrz rysunek ponizej). Wykazemy, 

ze czworokat PQRS jest rownolegtobokiem. 

Przypomnijmy: aby stwierdzi¢, ze czworokat PQRS jest rownolegtobokiem, wystar- 

czy pokaza¢ na przyktad, ze para przeciwlegtych bokéw w tym czworokacie jest do 

siebie rownolegta i ze boki z tej pary majq jednakowg dtugos¢. 

Rozwazmy trdjkat ABD. Na mocy twierdzenia o odcinku taczacym srodki bok6w 

trdéjkata otrzymujemy: 

SP || DB oraz 

1 
(Si) 

2 

W trdjkacie BCD na mocy tego samego twierdzenia otrzymujemy, ze: 

RQ|| DB oraz 
1 

PE eae 

Mamy wiec: 

SP || DB oraz 

RQ || DB 
(Zauwaz, ze odcinki SP, RQ i DB nie leza w jednej ptaszczyznie). 

Z twierdzenia 5. wynika, ze: 

SP|| RQ 
Dodatkowo otrzymalismy: 

1 
ideale ice 

Tak wiec przeciwlegte boki SP i RQ rozwazanego czworokata sq r6wnolegte i maja 
jednakowga dtugos¢, wiec czworokat PQRS jest rownolegtobokiem. 
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Kolejne twierdzenie utatwi kreslenie przekrojow niektorych bryt. | 

Twierdzenie 6. 

Jesli dwie rownolegte ptaszczyzny przecina trzecia ptaszczyzna, to otrzymane 
krawedzie przeciecia sa rownolegte. 

Zatozenie: 

I, || 1, 

Tp G\It = Kk 

Ty 01K=l 

Teza: 

k || 1 

Dowédd: 

Proste k, | nie moga byé skoSne, poniewaz lezq w ptaszczyznie a. Jesli proste k, | 

przecinalyby sie, to z tego by wynikato, ze ptaszczyzny 7, iz, tez by sie przecinaly, 

co wobec zatozenia 7, || 2, jest niemoZzliwe. Skoro proste k, / nie przecinaja sie i nie 

sa skoSne, wiec znaczy to, ze sq rownolegte. 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Ile r6znych ptaszczyzn wyznaczaja: 

a) trzy rézne proste przecinajace sie w jednym punkcie 

b) trzy rézne proste parami rownolegte 

c) trzy punkty niewspdtliniowe 

d) cztery r6zne punkty niewspolptaszczyznowe? 

2. Punkty K, L, M, N nie leza w jednej ptaszczyznie. Wykaz, ze punkt N nie nalezy 

do prostej KL. 

3. Niech Sciany, sufit i podtoga w klasie wyznaczajq ptaszczyzny w przestrzeni. 

a) Wskaz ptaszczyzny parami réwnolegte oraz plaszczyzny przecinajace sie. 

b) Wskaz proste, ktore sq krawedziami przeciecia ptaszczyzn przecinajacych sie, 

a nastepnie wybierz pary prostych przecinajacych sie, pary prostych rowno- 

legtych i pary prostych skosnych. 
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Rzut réwnolegly na plaszczyzne. Rysowanie figur 

plaskich w rzucie r6wnoleglym na plaszczyzne 

Bardzo wazna jest umiejetnos¢ rysowania na kartce bryt i figur w taki sposob, w jaki 

je widzimy, gdy patrzymy na nie pod pewnym katem. Takie rysunki bardzo utatwia- 

ja rozwiazywanie zadan. Ale rysunki moga tez wprowadza¢ w btad! Oto przyktad: 

Znajomosc¢é rzutu rownolegtego na ptaszczyzne umozliwi ci poprawne rysowanie 

figur przestrzennych na ptaszczyznie. 

Sem | Definicja 1. 

Niech dana bedzie w przestrzeni ptaszczyzna z, zwana rzutnia, i prosta k, kto- 

ra przebija rzutnie. Kierunek prostej k nazywamy kierunkiem rzutu. Jesli przez 

dowolny punkt A przestrzeni poprowadzimy prosta / rownolegta do prostej k, to 

przebija ona rzutnie w punkcie A,. Punkt A, nazywamy rzutem rownolegtym 

punktu A na ptaszczyzne a w kierunku prostej k. 

Rzut rownolegty na ptaszczyzne jest przyktadem przeksztatcenia odwzorowujace- 
go zbior punkt6éw przestrzeni w zbidr punktow plaszczyzny. 

Jesli punkt A lezy na rzutni, to jego rzut rownolegty pokrywa sie z punktem A. 
Wszystkie punkty rzutni sq wiec punktami statymi rzutu r6wnolegtego. 



Rzut rownolegty na ptaszczyzne. Rysowanie figur ptaskich w rzucie rownolegtym... Boo 

Zauwaz, ze kazdy punkt rzutni jest obrazem nieskonczenie wielu punktow. (Jak sa 

potozone wzgledem siebie te punkty, ktorych obrazem jest ten sam punkt na rzutni?). 

Z te] obserwacji wynika pierwsza wtasnos¢ rzutu r6wnolegtego na ptaszczyzne. 

Twierdzenie 1. 

Rzut rodwnolegty na ptaszczyzne nie zachowuje odlegtosci punktéw (inaczej m6- 

wiac: rzut rownolegty na ptaszczyzne nie jest izometria). 

Znalez¢c rzut rownolegty figury F na ptaszczyzne, to znaczy znalez¢ rzuty rownole- 

gte wszystkich punktow figury F. 

O obrazie figury w rzucie rownolegtym na ptaszczyzne mozna mysle¢ jak o cieniu, 

ktéry tworzy przedmiot w stoneczny dzien. Mozna bowiem zatozyC¢, ze promienie 

stoneczne docierajace do Ziemi sq rownolegte. Wyznaczajq one ,,kierunek rzutowa- 

nia”. Ptaska powierzchnia (np. boisko, chodnik, podtoga w mieszkaniu) jest ,,rzut- 

nig”, a cien — ,rzutem rdwnolegtym” danego przedmiotu. 

Twierdzenie 2. 
Rzut rownolegty na ptaszczyzne odcinka réwnolegtego do rzutni jest odcinkiem 

rownolegtym do danego i majacym taka sama dtugosc jak odcinek dany. 
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Twierdzenie 3. 

Rzut rownolegty na plaszczyzne zachowuje uporzadkowanie punktow lezacych 

na prostej nierownolegtej do kierunku rzutu. 

Wyjasnimy, jak nalezy rozumie¢ powyzsze sformutowanie. 

Jesli dane sa punkty A, B, C lezace na prostej nieré6wnolegtej do kierunku rzutu 

i punkt B lezy miedzy punktami A i C, to rzuty rownolegte A,, B,, C, sq wspotliniowe 

i punkt B, lezy miedzy punktami A, i C;. 

Jesli zastosujemy teraz wniosek z twierdzenia Talesa do prostych ACi A,C, przecie- 

tych prostymi réwnolegtymi 4,A, B,B, C,C, to otrzymamy zaleznosc: 

|AB| _ |A,B, | 

|BC|  |B,C,| 

Oto kolejne twierdzenie: 

Twierdzenie 4. 

W rzucie rownolegtym na ptaszczyzne stosunek dtugosci odcinkow lezacych na 

prostej nieréwnolegtej do kierunku rzutu jest rowny stosunkowi dtugosci ich 

rzutow. 

Zatozmy teraz, ze punkt O jest Srodkiem odcinka AB nieréwnolegtego do kierunku 
rzutu. 

Z ostatniego twierdzenia wynika, ze 

|A0| _ 14,0, | 
JOB) |0,B,| 

A,O 
= Cobal skad 

0, B, | 

|0,B,| = |A,0||. 

Zatem punkt O, jest Srodkiem odcinka A,B,. Otrzymalismy wniosek. 

ale |AO|=|OB\|, wiec 

Wniosek 1.: Rzutem rownolegtym srodka odcinka (nier6wnolegtego do kierunku 
rzutu) jest Srodek odcinka bedacego rzutem. 

Twierdzenie 4. mozna uogoélni¢. 
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Twierdzenie 5. 

Rzuty rownolegte na ptaszczyzne odcinkéw réwnolegtych (ale nieréwnolegtych 
do kierunku rzutowania) sa odcinkami réwnolegtymi i stosunek dtugosci tych 
odcink6éw jest rowny stosunkowi dtugosci ich rzutow. 

Zatozenie: 

punkty A,, B,, C,, D, sa odpowiednio 

rzutami rdwnolegtymi punktéw 4A, B, C, 

D na ptaszczyzne za w kierunku prostej 

k, AB || CD, AB i k 

Teza: 
AB |A, B, | 

A,B, | C,D au a 
i eal 

FICE TCD | 

W praktyce czesto stosuje sie szczegéIny przypadek poprzedniego twierdzenia. 

Wniosek 2.: Rzuty rownolegte na ptaszczyzne odcinkéw réwnolegtych majacych 

taka sama dtugos¢ (ale nieréwnolegtych do kierunku rzutowania) sq odcinkami 

rownolegtymi majacymi taka samq dtugoS¢. 

Przyktad 1. 

Narysujemy rzut rownolegty na ptaszczyzne trdjkata rownobocznego ABC wraz 

z zaznaczonymi w nim wysokoSsciami, przy zatozeniu, ze bok AB jest rownolegty do 

rzutni, a ptaszczyzna (ABC) nie jest rownolegta do kierunku rzutowania. 

Rzutem odcinka AB jest taki odcinek A,B,, ze C, 

a |A,B,|=|AB| (twierdzenie 2.). 

Az B, Rzut punktu C, czyli punkt C,, mozemy wybra¢ dowolnie, 

gdyz kierunek rzutowania mozna tak dobra¢, aby dany 

punkt ptaszczyzny byt rzutem punktu C. 

C, Zanim wyznaczymy rzuty punktéw D, E, F, zauwazmy, ze sq 

E, da ND, one Srodkami odcinkéw odpowiednio BC, CA, AB (w trojka- 

- ~ =N cie rownobocznym wysokosci pokrywaja sig ze srodkowy- 

Ay i B, mi). Zatem punkty D,, E,, F, - zgodnie z wnioskiem 1. - sq 

$rodkami odcinkéw odpowiednio B,C,, C,A,, A,B,. 

Rzutem réwnolegtym tréjkata rownobocznego jest trojkat. 
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Przyktad 2. 

Narysujemy rzut rownolegty na ptaszczyzne kwadratu ABCD, przyjmujac zatozenie, 

ze bok AB jest rownolegty do rzutni, a ptaszczyzna (ABCD) nie jest rownolegta do 

kierunku rzutowania. 

D C 

A B 

D, C, Rysujemy najpierw rzut odcinka AB, czyli odcinek 
A,B,, pamietajac, ze |A,B,| = |AB. 

Punkt C, wybieramy dowolnie. Odcinki AB i CD sa 

A rownolegte (do siebie i do rzutni) i maja taka samq 

dtugoSs¢, wiec rzuty rownolegte tych odcink6éw tez 

sa rownolegte i maja taka sama dtugos¢ (wnio- 

sek 2,): |A Bs] =|GPs 11 CD. ALB. 

Rzutem rownolegtym kwadratu jest rownolegtobok. 

Przyktad 3. 

Narysujemy rzut rownolegty szesciokata foremnego ABCDEF przy zatozeniu, 

ze przekatna AD jest rownolegta do rzutni (i plaszczyzna (ABC) nie jest rownolegta 

do kierunku rzutowania). 

F E 

A D 

B G 

F, E, Zaczynamy od narysowania odcinka A,D,, pamietajac, ze 

5 ‘ Odcinek BC jest r6wnolegty do odcinka AD, a wiec i do 
1 1 rzutni. 

Zatem |B,C,| =|BC|, B,C, || A,D, i 2|B,C,| =|A,D,|. 
Poniewaz AB || ED i |AB| = |ED|, stad 

A,B, || E,D,i|A,B,| =|E,D,| (wniosek 2.) 

Latwo wiec wyznaczyé rzut punktu E. Na koniec znajduje- 
my rzut punktu F, wykorzystujac to, ze FE || AD. 
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UWAGA: Rzut réwnolegty szesciokata ABCDEF najwygodniej jest rysowaé tak, aby 
odcinek B,F;, nie byt prostopadty do odcinka AyD 
Rzutem rownolegtym szesciokata foremnego jest szesciokat, kt6rego przeciwlegte 
boki sq ré6wne i rownolegte. 

Przyktad 4. 

Narysujemy rzut rownolegly okregu o(0, r) przy zatozeniu, ze plaszczyzna zawiera- 
jaca okrag nie jest rownolegta do kierunku rzutowania. 

DaG 

a) Zatézmy, ze Srednica AB jest rownolegta do rzutni. 

D, C, Rysujemy wiec odcinek A,B,, pamietajac, ze 

|A,B,| = |AB}. 
E, 0, Niech C bedzie takim punktem, dla ktorego |OC| = r. 

Rzutem punktu C niech bedzie punkt C, ina przyktad 

if 
|0,C,| = 2 |OC|. 

b) Aby znalez¢é rzut dowolnego punktu D okregu, kre- 

D, C, Slimy odcinek DE rownolegty do odcinka CO (punkt 

E nalezy do Srednicy AB). Mamy |A,£,| = |AE| oraz 

i ; 
D,E, || GO; 1D E,| = Bee (twierdzenie 5.). W po- 

dobny spos6b znajdujemy mozliwie duzo rzut6w 

punktow okregu. 

Otrzymane punkty taczymy linia, kt6ra nazywamy elipsa. 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Naszkicuj rzut r6wnolegty w kierunku pewnej prostej k nastepujacych figur: 

kwadratu, prostokata i rownolegtoboku - w przypadku, gdy dwa boki kazde- 

go z tych czworokatéw sq rownolegte do rzutni, a pozostate dwa nie sa row- 

nolegte do rzutni. Co zauwazytes? 

2. Naszkicuj figure F, bedaca rzutem r6wnolegtym rombu ABCD, jesli rzutnia jest 

rownolegta do boku AB i nie jest rownolegta do boku BC. Nastepnie zaznacz 

w rombie ABCD wysokoSsé przechodzacq przez Srodek symetrii rombu i pro- 

stopadta do boku AB oraz naszkicuj rzut te) wysokosci zawarty w figurze i 

Czy rzut wysokosci dzieli boki figury F'na potowy? Odpowiedz uzasadnij. 

Coy, 
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Prostopadiosé prostych i plaszczyzn w prze- 

strzeni. Rzut prostokatny na ptaszczyzne 

Dwie proste przecinajace sie nazywalismy prostymi prostopadtymi wtedy, gdy 

przecinaty sie pod katem prostym. 

Omowimy teraz prostopadtos¢ prostej i ptaszczyzny. 

Definicja 1. 

Prosta i plaszczyzna sa prostopadte wtedy, gdy prosta jest prostopadta do kaz- 

dej prostej lezacej na ptaszczyznie i przecinajacej dang prosta. 

Ll 

Jesli prosta ki ptaszczyzna z sa prostopadte, to symbolicznie zapisujemy to tak: 

gales 

Sprawdzenie, czy prosta jest prostopadta do ptaszczyzny, utatwia nastepujace 

twierdzenie. 

Twierdzenie 1. 

Jesli prosta jest prostopadta do dwoch prostych lezacych na ptaszczyznie i prze- 
bija ptaszczyzne w punkcie ich przeciecia, to jest prostopadta do tej plaszczyzny. 

Zatozenie: Dana jest ptaszczyzna a 

i proste k, m, 1, p 

Ml, Peat 

ion)! 

k lm 

ROMA p=tO} 

Teza: k1lp 
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Dowod: Na prostych |, m wybieramy odpowiednio punkty A, B w taki sposob, aby 
odcinek AB przeciat prosta p. Punkt przeciecia oznaczmy litera C. Na prostej k wy- 
bieramy punkty D, D, po przeciwnych stronach punktu 0 tak, aby 

|DO| =|0D, 
Pokazemy, ze tréjkat DD,C jest rownoramienny. Zauwazmy, ze 

AAOD = AAOD, 

(cecha przystawania trdojkatow bkb), poniewaz 

AO - wspdolny bok 

|DO| = |OD,| - z wyboru punktow D, D, 

|<AOD| = |<AOD,| = 90° - z zatozenia, ze k 1] 

Stad otrzymujemy, ze 

|AD| = |AD,| 
Podobnie mozna wykaza¢, ze 

ADOB=AD,OB, zatem |BD|=|BD,| 

Mamy rowniez AABD = AABD, (cecha przystawania trdjkatow bbb), poniewaz 

AB - wspdolny bok 

|AD| = |AD,| 

\BD| = |BD,| 
Z tego wynika, ze 

|<{DAC| = |< CAD, |, 

a stad otrzymujemy, ze 

ADAC=AD,AC (cecha przystawania tréjkat6w bkb) 

Z przystawania ostatnich dwoch tréjkatéw wynika, ze 

|DC|=|DC\, 
a wiec tréjkat DD,C jest rownoramienny. Odcinek OC jest Srodkowa poprowadzona 

na podstawe DD,. W trojkacie rownoramiennym taka srodkowa jest rownoczesnie 

wysokoscia, wiec odcinek OC jest prostopadly do prostej k, a zatem 

pisk co konczy dowdd. 

Przyktad 1. 

Punkty A, B, C, D nie leza w jednej ptaszczyznie. Po- 

nadto wiadomo, ze |CA| = |CB| i |DA| =|DB|. Punkt E jest 

érodkiem boku AB (patrz rysunek obok). Pokazemy, 

ze prosta AB jest prostopadta do ptaszczyzny (CDE). 
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Odcinek CE jest wysokoscia w trdjkacie ABC (dlaczego?), zatem 

Ab LCE 

Podobnie odcinek DE jest wysokoScia w trdéjkacie ABD, wiec 

AB 1 ED 

Prosta AB jest prostopadta do dwoch prostych lezacych w ptaszczyznie (CDE), wiec 

~na mocy twierdzenia 1. - jest prostopadta do ptaszczyzny (CDE). 

Zauwaz, ze do tego, by prosta k byta prostopadta do ptaszczyzny 2, nie wystarcza, 

zeby byta ona prostopadta do jednej prostej zawartej w tej ptaszczyznie. Bo jesli 

prosta k przebija ptaszczyzne a w punkcie A i prosta k nie jest prostopadta do ptasz- 

czyzny st, to na ptaszczyznie a zawsze lezy prosta | przechodzaca przez punkt A 

i prostopadta do prostej k. 

k 

Prosta / mozna opisa¢ jako krawedz przeciecia ptaszczyzny z i plaszczyzny z,, ktora 

jest prostopadta do prostej ki do ktorej nalezy punkt A. 

Przyktad 2. 

CG Dany jest szeScian, jak na rysunku obok. Punkt 0 jest 

punktem przeciecia przekatnych kwadratu BCC,B,. Po- 

kazemy, ze odcinek DO jest prostopadty do odcinka BC, 

i nie jest prostopadty do odcinka B,C. 

G 

A B 

D, Cr Rozwazmy trojkat BC, D. Trdjkat ten jest rownoramien- 

A |DB\ =|DC, 
Odcinek DO jest w tym trdjkacie $rodkowa poprowa- 

| dzona na podstawe BC,, zatem jest tez wysokoscia, 
/ C wiec 

A h DOUEBG 
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D, C; Rozpatrzmy teraz trdjkat B,CD. W tym tréjkacie od- 

cinek DO jest Ssrodkowa poprowadzona do boku B,C. 

Gdyby odcinek DO byt prostopadty do odcinka B,C, 

toby znaczyto, ze tréjkat DCB, jest rownoramienny 

(odcinek DC miatby taka sama dtugoS¢ jak DB, ). Ale tak 

Gi nie jest, poniewaz 

|DB,| > |DC 
(przekatna szescianu jest dtuzsza od jego krawedzi), 

a wiec odcinek DO nie jest prostopadly do odcinka B,C. 

Z powyzszych rozwazan wynika w szczegolnosci, ze prosta DO nie jest prostopadta 

do ptaszczyzny (BCC,B,). 

Twierdzenie 2. 

Jesli dwie proste sa prostopadte do tej samej ptaszczyzny, to sa rownolegte. 

Okreslimy teraz prostopadtos¢ ptaszczyzn. 

Definicja 2. | 

Plaszczyzna 71, jest prostopadia do plaszczyzny 71, wtedy, gdy w ptaszczyznie 

IL, jest zawarta prosta prostopadta do ptaszczyzny 75. 

ee 
ib ee 

Prosta / - na rysunku powyzej - lezaca w plaszcyznie z, jest prostopadta do pro- 

stych k, m lezacych w ptaszczyZznie z,. To znaczy, ze prosta / jest prostopadta do 

ptaszczyzny 2, wiec rowniez plaszczyzna z, jest prostopadta do ptaszczyzny 77. 

JeSli ptaszczyzna a, jest prostopadta do ptaszczyzny s,, to stosujemy symboliczny 

zapis: 

, LH, 

Zauwaz, ze jesli ptaszczyzna z, jest prostopadta do ptaszczyzny z, (7, 1 2,), to row- 

niez ptaszczyzna 2, jest prostopadia do plaszczyzny 1, (7, 1 7). 
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W przyktadzie 1. ptaszczyzna (ABC) jest prostopadta do ptaszczyzny (CDE). 

Znajomos¢ pojecia prostej prostopadtej do ptaszczyzny umozliwia nam okreSlenie 

rzutu prostokatnego na ptaszczyzne. 

Definicja 3. 

Rzutem prostokatnym na ptaszczyzne nazywamy rzut rdwnolegty (na ptasz- 

czyzne), kt6rego kierunek jest wyznaczony przez prostq prostopadig do rzutni. 

Postugujac sie tym terminem, mozemy w prosty sposdb zdefiniowa¢ odlegtos¢ 

punktu od ptaszczyzny. 

Definicja 4. 

Odlegtosciqa punktu A od ptaszczyzny 7 nazywamy dtugos¢ odcinka AA,, gdzie 

A, jest rzutem prostokatnym punktu A na ptaszczyzne z. Odlegtos¢ te oznaczamy 

d(A, x). ‘ 

Przyktad 3. 

Odlegtos¢ punktu C, lezacego poza ptaszczyzna 2, od dwoch punktow Ai B, lezacych 

na ptaszczyZnie zr, jest rowna odpowiednio 51 i 30. Wyznaczymy odlegtos¢é punktu 

C od ptaszczyzny zt, jesli stosunek dtugosci rzut6w prostokatnych odcinkéw AC i BC 

na ptaszczyzne z jest rowny 5: 2. 

Niech rysunek ponizej przedstawia sytuacje opisana w zadaniu. 

Mamy dane: |AC| = 51, |BC| = 30. Niech C, bedzie rzutem prostokatnym punktu C na 
ptaszczyzne . Szukamy dtugosci odcinka CC,; oznaczmy jq x, x > 0. 

Jesli |AC,| : |BC,|=5 : 2, to znaczy, ze istnieje taka liczba a, a > 0, ze 

|AC,|=5a i |BC,|=2a 
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Prosta CC, jest prostopadia do ptaszczyzny a, wiec jest prostopadta do kazdej pro- 
ste] zawartej w ptaszczyznie x, przechodzacej przez punkt C,. W szczegélnosci: 

AG SECC, 1,80. CC, 

Zatem trojkaty AC,C i BC,C sa prostokatne. 
Stosujemy do nich twierdzenie Pitagorasa i otrzymujemy uktad rownan: 

x* +25a’ =51° 

x’ + 4a’ = 30° 

plat 512-307 

Zatem 

PAGE =. batik OPA a =81 a=9, bo a>0 

x = 900 — 4a’ x’ =576 x =24, bo x>0 

Odlegtosé¢ punktu C od ptaszczyzny a jest rowna 24. 

Definicja 5. 

OdlegtoScia prostej / (rownolegtej do ptaszczyzny 7) od ptaszczyzny 7 na- 

zywamy dtugos¢ odcinka AA,, przy czym A jest dowolnym punktem prostej /, A, 

- rzutem prostokatnym punktu A na ptaszczyzne z. 

A l 

Analogicznie mozna zdefiniowaé odlegtos¢ miedzy dwiema rownolegtymi ptasz- 

czyznami. 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Dany jest szescian ABCDA,B,C,D,. Wykaz, ze czworokat ABC,D, jest prosto- 

katem. 

. Dany jest szescian ABCDA,B,C,D,. Sprawdz, czy prosta: 

a) BD jest prostopadta do ptaszczyzny (ACD,) 

b) A,D jest prostopadta do ptaszczyzny (ABC,D,). 

3. Dany jest szescian ABCDA,B,C,D,. Wykaz, ze plaszczyzna (ACD, ) jest prosto- 

padta do ptaszczyzny (DBB,D,). 

4. Trojkat prostokatny ABC, ktorego przeciwprostokatna AB ma dtugos¢ 20 cm, 

zawiera sie w ptaszczyznie z. Odcinek CS jest prostopadty do ptaszczyzny z. 

Wiedzac, ze punkt S jest odlegty od punktu A 0 ¥337 cm, a od punktu B - 

o 15 cm, oblicz odlegtos¢ punktu S od ptaszczyzny z. 

i) 
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Twierdzenie o trzech prostych prostopadtych 

Twierdzenia oméwione w tym temacie pozwalaja - w pewnych przypadkach - 

stwierdzi¢, czy kat miedzy przecinajacymi sie prostymi umieszczonymi w prze- 

strzeni jest prosty. 

Twierdzenie 1. 

Jesli prosta / przebija ptaszczyzne z i nie jest do niej prostopadta oraz prosta m 

lezaca na plaszczyZznie a jest prostopadta do rzutu prostokatnego /, prostej / na 

ptaszczyzne z i przecina prostg /, to prosta m jest prostopadta do prostej /. 

Zatozenie: 

Dana jest ptaszczyzna z oraz proste m, l, 

bat. Gui 10} 

/, jest rzutem prostokatnym prostej / 

na plaszczyzne a 

nen inc! ={O} smite 

Teza: 

rand cll 

Dowéod: 

Na prostej / wybieramy dowolny punkt A rézny od punktu O. Przez A, oznaczmy 

rzut prostokatny punktu A na plaszczyzne a. Oczywiscie A, <1, i pr. AA, 1 7. 

W punkcie O wystawiamy prosta k prostopadta do ptaszczyzny a. Poniewaz 

pr.AA, La i k La, wiec 

pr. AA, || k (twierdzenie 2. ze str. 361) 
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Proste ki AA, wyznaczaja ptaszczyzne. Oznaczmy jq przez z,. Mamy 

Aen, i OED, wiec 

pr.A0 ca, (aksjomat 5.), czyli 

eat, 

Podobnie mozna pokazaé, ze 

L;eu, 

Prosta k jest prostopadta do ptaszczyzny z, wiec w szczegélnosci 

klm 

Z zatozenia wiemy, ze 

i tied 

Prosta m jest wiec prostopadta do dwoch prostych lezacych w ptaszczyznie 7, za- 

tem (twierdzenie 1. ze str. 358) jest prostopadta do ptaszczyzny s,. To znaczy, ze 

jest prostopadta do kazdej prostej zawartej w ptaszczyznie 2, przechodzacej przez 

punkt O; w szczegolnosci 

me; co konczy dowédd. 

Prawdziwe jest rowniez kolejne twierdzenie. 

Twierdzenie 2. 

Jesli prosta / przebija ptaszczyzne z i nie jest do niej prostopadta oraz prosta m 

lezaca na ptaszczyznie z jest prostopadta do prostej I, to jest prostopadta do rzu- 

tu prostokatnego /, prostej / na plaszczyzne z. 

Zatozenie: 

Dana jest ptaszczyzna z oraz proste m, I, 

eleanor — {Ot 

|, jest rzutem prostokatnym prostej / 

na plaszczyzne 1 

heme Tet HO ae 

Teza: 

idan, 

Powyzsze dwa twierdzenia zapiszemy w postaci jednego twierdzenia, ktore bedzie- 

my nazywaé twierdzeniem o trzech prostych prostopadtych. 

— 

Twierdzenie 3. (o trzech prostych prostopadtych) 

JeSli prosta / przebija ptaszczyzne z i nie jest do niej prostopadla, prosta /, jest 

rzutem prostokatnym prostej / na plaszczyzne 7, prosta m lezy na ptaszczyznie x 

i przecina prostga /, to prosta m jest prostopadta do prostej / wtedy i tylko wtedy, 

| gdy jest prostopadta do prostej /,. 
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Przyktad 1. 

W trojkacie ABC lezacym na ptaszczyznie 7 mamy dane: |AB| = 15, |BC| = 37, |CA| = 44. 

Z punktu B poprowadzono prosta prostopadta do ptaszczyzny . Na tej prostej wy- 

brano punkt M, dla kt6rego |BM| = 16. Wyznaczymy wysokoS¢ trojkata AMC popro- 

wadzong z wierzchotka M. 

Niech rysunek powyzej przedstawia sytuacje opisang w zadaniu. Z wierzchotka B 

trojkata ABC poprowadzmy wysokos¢ BD. Zauwaz, ze D € CA (dlaczego?). Odcinek 

BD jest rzutem prostokatnym odcinka MD (bo MB L zz), oczywiscie CA | BD, zatem 

- z twierdzenia 0 trzech prostych prostopadtych 

CA | MD 

To znaczy, ze odcinek MD jest wysokoScia tréjkata AMC poprowadzonga z wierz- 

chotka M. 

Aby obliczyé dtugosé odcinka MD, obliczymy najpierw dtugos¢ odcinka BD. W tym 

celu obliczymy pole tréjkata ABC, stosujac - znany Ci z klasy pierwszej - wz6r He- 

rona. Przypomnijmy: pole P trojkata o bokach majacych dtugoSs¢ a, b, c wyraza sie 

wzorem: 

P=\/p-(p—a)-(p—b)-(p—c), gdzie p= 
Dla tréjkata ABC mamy 

EE Cel 

a+b+c 

= 48, zatem 

P= ./48 (48 —37) (48 — 44) (48 —15) = V2? 3-11-22 3-11 = 

Sy 2S te 2 so ihe ad 

Pole P tréjkata ABC mozna réwniez obliczyé, stosujac wzor: 

1 
Re ae |CA| - |BD|, wiec 



Twierdzenie o trzech prostych prostopadtych eley// 

1 
264 == 44. |BD| /: 22 

|BD| =12 
Prosta BM jest prostopadta do ptaszczyzny z, w szczego|nosci jest wiec prostopadta 
do prostej BD, zatem trojkat DBM jest prostokatny. Stosujemy twierdzenie Pitagora- 
sa do tego trdjkata i obliczamy dtugosé odcinka MD. 

MD|?= |DB}* + |BM/* 

MDP =127 4167 

MD\?= 400 

MD|= 20, bo |MD| > 0 

WysokoS¢ trojkata AMC poprowadzona z wierzcholka M jest rowna 20. 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Na ptaszczyznie z dana jest prosta DE oraz punkt A nienalezacy do tej prostej. 

Odlegtos¢ punktu A od prostej DE jest taka sama, jak odlegtos¢ punktu A od 

punktu Di wynosi 12 cm. Punkt E lezy w odlegtosci 13 cm od punktu A. Od- 

cinek AB jest prostopadty do ptaszczyzny a, a jego dtugoSc¢ jest rowna 16 cm. 

Oblicz pole tréjkata BDE. 

Ie Dany jest trojkat rownoramienny ABC, w ktorym |AB| = |AC|. Odcinek AD jest 

prostopadty do ptaszczyzny (ABC). Z punktu D poprowadzono prosta prosto- 

padta do prostej BC, ktora przecieta te prosta w punkcie E. Czy punkt E jest 

srodkiem odcinka BC? Odpowiedz uzasadnij. 

3. Na rysunku obok przedstawiony jest prostopadtoscian. 

Niech @ oznacza kat miedzy przekatnq sciany bocznej pro- 

stopadtoscianu a krawedzia podstawy (zobacz rysunek 

obok). Wykaz, ze a = 90°. 
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Kat miedzy prosta a plaszczyzna. 

Kat dwuscienny 

Jesli prosta jest rownolegta do ptaszczyzny, to mowimy, ze tworzy z plaszczyzn4 

kat zerowy. JeSli natomiast prosta jest prostopadta do ptaszczyzny, to mowimy, ze 

tworzy z plaszczyznq kat prosty. Oméwimy teraz, jak okresla sie kat miedzy pro- 

sta a plaszczyzna w przypadku ,,posrednim’”, to znaczy wtedy, gdy prosta przebija 

ptaszczyzne i nie jest do niej prostopadta. 

Definicja 1. 

Katem miedzy prosta | (przebijajaca ptaszczyzne z i nieprostopadta do nie}) 

a plaszczyznq 7m nazywamy kat ostry a miedzy prosta / a jej rzutem pres 

nym /, na ptaszczyzne z. 

Przyktad uF 

Przez punkt A poprowadzono prosta przebijajacqa ptaszczyzne a w punkcie B i two- 
rzacq z ta ptaszczyznq kat 60°. Wiedzac, ze |AB| = 10 cm, wyznaczymy odlegtosé 
punktu A od ptaszczyzny a. 



Kat miedzy prosta a ptaszczyznq. Kat dwuscienny 

Rysunek powyzej przedstawia sytuacje opisana w zadaniu. Punkt A, jest rzutem 
prostokatnym punktu A na plaszczyzne x. Prosta BA, jest rzutem prostokatnym 
prostej BA na ptaszczyzne x (dlaczego?). Szukamy dtugoéci odcinka AA,. 
Rozwazmy trojkat BA,A. Jest to tréjkat prostokatny o kacie ostrym 60°. Zatem: 

|AB| = 2|BA,| i |AA,| = V3|BA,| 
Latwo wiec obliczyé¢, ze 

|AA,| = 5/3 (cm) 

Odlegtos¢ punktu A od ptaszczyzny z jest rowna 53 cm. 

Kazda prosta lezaca na ptaszczyznie dzieli ja na dwie czesci. Kazda z tych czesci 

wraz z dang prosta nazywamy polptaszczyzna. Sama prosta nazywa sie krawedzia 

potptaszczyzny. 

Definicja 2. 

Katem dwuSciennym nazywamy sume dwoch potptaszczyzn 0 wspolnej krawe- 

dzi i jednego z dwoch obszarow, ktore te pétptaszczyzny wycinajq z przestrzeni. 

Wspolna krawedz pdétptaszczyzn nazywamy krawedzia kata dwusciennego, 

a same potptaszczyzny - $cianami kata dwusciennego. 

Dwie potplaszczyzny 0 wspolnej krawedzi wyznaczaja dwa katy dwuscienne. Na 

rysunku powyzej zaznaczono wypukty kat dwuscienny. (Figury wypukte i figury 

wkleste w przestrzeni okreslamy tak samo jak na ptaszczyznie. Przypomnijmy: fi- 

gure nazywamy figura wypukta wtedy, gdy dla dowolnych punktow A, B, nalezacych 

do tej figury, odcinek AB zawiera sie w tej figurze. Figure, ktora nie jest wypukta, 

nazywamy figura wklesta albo niewypuktia.) 

Powstaje pytanie, jak mierzy¢ katy dwuscienne. 

369 



\ 

370 6. Geometria przestrzenna 

Definicja 3. 

Katem liniowym kata dwusciennego nazywamy czes¢ wspolna kata dwuSscien- 

nego i ptaszczyzny prostopadtej do jego krawedzi. 

Miare kata liniowego przyjmuje sie za miare kata dwuSciennego. Zauwaz, ze kra- 

wedz kata dwuSsciennego jest prostopadta do ramion odpowiadajacego mu kata 

liniowego (dlaczego?). 

Przyktad 2. 

Odlegtosé punktu A lezacego na Scianie kata dwuSciennego od krawedzi k tego kata 

jest rowna 4 cm, a od drugiej Sciany kata jest rowna 2 cm. Wyznaczymy miare tego 

kata dwuSciennego. 

= 
Rysunek powyzej przedstawia sytuacje opisana w zadaniu. Pokazemy najpierw, ze 

ptaszczyzna (AA,A,) jest prostopadta do krawedzi kata. 

Zauwaz, ze odcinek A,A, jest rzutem prostokatnym odcinka A,A na ptaszczyzne 

(wyznaczong przez druga Sciane kata dwusciennego). Wiemy tez z zatozenia, ze 

AA, Lk, 

zatem z twierdzenia o trzech prostych prostopadtych wynika, ze 

A,A,Lk 

Prosta k jest wiec prostopadia do dwoch prostych: pr. A,A i pr. A,A,, czylijest prosto- 
padia do ptaszczyzny (AA,A,). Miara kata dwusciennego jest wiec miara kata A,A,A. 



Kat miedzy prostq a ptaszczyznq. Kat dwuscienny 

Rozpatrzmy trojkat prostokatny AA,A.. 

Latwo stwierdzié¢, ze 

|<1A,A,A| = 30° 
Miara kata dwusciennego jest rowna 30°. 

Sprawdz, czy rozumiesz 

te 

. Dany jest szescian ABCDA,B,C,D,. Zaznacz kat nachylenia: 

Prosta k przebija ptaszczyzne z w punkcie A. Punkt B nalezy do prostej k i dtu- 

gos¢ odcinka AB jest r6wna 10 cm. Oblicz odlegtosé punktu B od ptaszczyzny 

zt, jeSli kat nachylenia prostej k do ptaszczyzny z ma miare: 

Welly b) 45° c) 60°. 

. Odcinek AB zawiera sie w ptaszczyznie z. Punkt C lezy w odlegtosci r6wnej 

dtugosci odcinka AB od ptaszczyzny x. Oblicz miare kata miedzy prosta AC 

a ptaszczyznq 7, jesli rzutem prostokatnym punktu C na ptaszczyzne z jest: 

a) punkt B b) punkt A c) Srodek odcinka AB. 

a) prostej BC, do ptaszczyzny (ABCD) 

b) prostej AC, do ptaszczyzny (A,B,C,D,) 

c) prostej AD do ptaszczyzny (DBB,D,) 

d) prostej BE do ptaszczyzny (BCC,B,), gdzie punkt E jest 

Srodkiem odcinka C,D, 

. WszeScianie ABCDA,B,C,D, punkt E jest punktem przeciecia sie przekatnych 

.kwadratu DCC,D,. Oblicz sinus kata nachylenia prostej AE do ptaszczyzny 

(ABCD). 

. Na ptaszczyznie a dany jest trojkat prostokatny ABC, |<ACB| = 90°. Punkt D 

nie nalezy do ptaszczyzny a. Zaznacz katy miedzy kazda z prostych AD, BD, CD 

a plaszczyzngq a, jesli rzut prostokatny punktu D na ptaszczyzne z: 

a) lezy miedzy punktami Ai B 

b) jest punktem wspdlnym wysokosci trojkata ABC 

c) jest punktem przeciecia Srodkowych trojkata ABC. 

ey 
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Graniastoslupy 

W gimnazjum poznates przyktady wieloscianow (np. prostopadtosciany). Wielo- 

$ciany to pewne bryty, ktérych brzeg utworzony jest z wielokatéw. Doktadniej om6- 

wimy dwa typy wieloscianow: graniastostupy i ostrostupy. 

Definicja 1. 

Graniastostupem nazywamy wieloscian, kt6ry ma dwie przystajace Sciany po- 

tozone w ptaszczyznach réwnolegtych (podstawy graniastostupa), a pozostate 

Sciany, zwane Scianami bocznymi, sq rownolegtobokami. 

Graniastostupy, ktérych sciany boczne sq prostokatami, nazywamy graniastostu- 

pami prostymi (rys. a), pozostate - graniastostupami pochytymii (rys. b). 

a) b) ne 

Na rysunku ponizej zaznaczono kolorem czerwonym: 

a) podstawy graniastostupa b) Sciane boczna 

c) krawedzie podstaw d) krawedzie boczne 

e) wierzchotki graniastostupa f) wysokoSsé graniastostupa. 



Graniastostupy 

Wysokoscia graniastostupa nazywamy odcinek (a takze jego dtugo$é), ktory jest 

prostopadty do ptaszczyzn zawierajacych podstawy i kt6ry charakteryzuje sie tym, 

ze jeden jego koniec nalezy do jednej ptaszczyzny, a drugi koniec do drugiej ptasz- 

czyzny. 

Zauwaz, Ze w graniastostupie prostym kazda krawedz boczna jest wysokoScia. 

Graniastostup prawidtowy jest to graniastostup prosty, ktorego podstawg jest 

wielokat foremny (czyli wielokat, kt6rego wszystkie boki maja r6wna dtugosé 

i wszystkie katy rowng miare). 

Opisujac graniastostupy, postugujemy sie okresleniami: trdjkatny, czworokatny, 

pieciokatny itd., w zaleznoSsci od tego, jaki wielokat jest w podstawie graniasto- 

stupa. Tak wiec np. graniastostup prawidtowy trdjkatny to graniastostup, ktorego 

podstawami sq tréjkaty rownoboczne, a Scianami bocznymi - prostokaty. 

Przypomnijmy jeszcze okreslenie prostopadtoscianu i szescianu. Prostopadto- 

Scian jest to graniastostup prosty, kt6rego podstawami sq prostokaty. SzeScian jest 

to prostopadtoscian, ktérego wszystkie Sciany sq kwadratami. 

Aby narysowa¢ graniastostup, wykorzystujemy wtasnosci rzutu rownolegtego na 

ptaszczyzne. Najczesciej rysunek wykonujemy tak, ze jedna ze Scian bocznych jest 

rownolegta do rzutni. Krawedzie boczne sa odcinkami rownolegtymi 0 rownych 

dtugosciach, wiec na rysunku tez sq rownolegte i maja rowna dtugos¢, podobnie jak 

i odpowiednie pary krawedzi podstaw. 

Rysowanie wygodnie jest zacza¢ od dolnej podstawy graniastostupa. 

ee 
Nastepnie dorysowujemy krawedzie boczne. 

Ne en 

3/3 
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UWAGA: Graniastostupy staraj sie rysowa¢ tak, aby ich krawedzie boczne sig nie 

pokrywaly. 

Zauwaz, ze krawedzie graniastostupa, ktore nie sq rownolegte do rzutni, na rysunku 

sa krotsze niz w rzeczywistosci. 

Przekatna wieloscianu nazywamy odcinek, ktorego koncami sq wierzchotki wie- 

loScianu i kt6ry nie zawiera sie w Scianie wieloscianu. 

Wyznaczymy liczbe przekatnych graniastostupa, ktorego podstawa jest n-kat,n ¢ N 

bibe>Z. 

Z okreslenia przekatnej wieloscianu wynika, ze taczy ona wierzchotki nalezace do 

réznych podstaw. Liczba wszystkich przekatnych jest wiec rowna sumie przekat- 

nych ,wychodzacych” z wierzchotkéw jednej podstawy. Rozwazmy wierzchotki 

dolnej podstawy. Z kazdego takiego wierzchotka mozna poprowadzi¢ n odcinkow 

do wierzchotkéw goérnej podstawy, ale tylko (n — 3) z nich jest przekatnymi gra- 

niastostupa (z pozostatych trzech odcink6éw: jeden jest krawedzia boczna i dwa sa 

przekatnymi scian bocznych). Wierzchotkéw w podstawie jest n, zatem wszystkich 

przekatnych graniastostupa jest n(n — 3). 

Twierdzenie 1. 

Liczba przekatnych graniastostupa, kt6rego podstawg jest n-kat, n € N,n > 2, 

wynosi n(n — 3). 

Przyktad 1. 

Liczba wszystkich krawedzi graniastostupa jest rowna 60. Wyznaczymy liczbe 

przekatnych tego graniastostupa. 

Oznaczmy przez n(n € N,n > 2) liczbe krawedzi podstawy rozpatrywanego gra- 
niastostupa. Uwzgledniajac, ze graniastostup ma dwie podstawy oraz ze krawedzi 
bocznych ma réwniez n, otrzymujemy rownanie: 

on= 000/55 

n=Z20 

Podstawa graniastostupa jest 20-kat. 

Wyznaczamy liczbe przekatnych graniastostupa. Zgodnie z twierdzeniem 1. mamy: 

20 (20 —3) = 20" 17 = 340 

Graniastostup ma 340 przekatnych. 

Na ponizszych rysunkach zostaty zaznaczone pewne katy w graniastostupach pra- 
widtowych czworokatnych. 



Graniastostupy 

alo ie. //, Kat miedzy przekatna graniastostupa a ptaszczyzna podstawy. 
(Zauwaz, ze odcinek AB jest rzutem prostokatnym odcinka BC 
na ptaszczyzne podstawy). 

Kat miedzy przekatna graniastostupa a krawedzia podstawy. 

oa Kat miedzy przekatnymi scian bocznych (wychodzacymi z tego 

4 samego wierzchotka). 

Krawedz podstawy graniastostupa prawidtowego trdjkatnego ma 2 cm dtugosci, 

a wysokoS¢ graniastostupa jest rowna J2 cm. Wyznaczymy miare kata miedzy: 

a) przekatng Sciany bocznej a sasiednig Sciang boczna 

b) przekatnymi scian bocznych (wychodzacymi z tego samego wierzchotka). 

Ad a) 

Wyznaczymy miare a kata miedzy przekatnga AB, a ptaszczyzna (ACC,A,). W tym 

celu znajdujemy rzut prostokatny przekatnej AB, na ptaszczyzne (ACC,A,). 

Otrzymujemy odcinek AD,, przy czym D, jest srodkiem odcinka A,C,. 

Obliczamy diugosé przyprostokatnych AD, i B,D, trojkata prostokatnego AB,D.. 

Stosujemy twierdzenie Pitagorasa do trojkata prostokatnego AD,A, i obliczamy 

|AD,|. 

BO 
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JAD,’ =|AA, |’ +|A,D,/? 

AD, = (V2) +1 
JAD, = 3 
|AD, | = V3 (cm), bo |AD,| > 0. 

Odcinek D,B, jest wysokoscia w tréjkacie rownobocznym A,B,C, (ktorego bok ma 

dtugos¢ 2 cm), wiec 

28 3 
|D,B,| = = = v3 (cm) 

Poniewaz |AD,| = |D,B,| = V3 cm, wiec trojkat prostokatny AB, D, jest tréjkatem row- 

noramiennym, skad wynika, ze 

a = 45° 

Ad b) 
C, 

A, /| Bs, 

V2 cm 

A ye B 

Oznaczymy szukang miare kata przez $. Wyznaczymy sin /. Rozpatrzmy trojkat 

AB,C,. 

Obliczamy |AB,|, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata prostokatnego 

ABB,. 

AB,|* = |AB)* +|BB,|? 

AB, |? = 2? + (J2}° 
AB,|*=6 

AB, |= V6 (cm), bo |AB,| > 0. 
Podobnie wyznaczamy dtugosé odcinka AC,. 

AC,| = V6 (cm) 
Teraz bez ktopotu mozna obliczy¢ (réwniez wykorzystujac twierdzenie Pitagorasa) 
wysokoé¢ w tréjkacie AB,C, poprowadzona z wierzchotka A. 

h= 5 (cm) 
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Obliczamy pole P tréjkata AB,C, na dwa sposoby: 

cE 1 
Jo 5 [IB Cee oraz P= 5 |AB,| - |AC,| - sin 6, gdzie 6 jest miara kata ostrego 

(dlaczego?) 

P= = -2-V5 p=— -(v6)* sing 

Stad otrzymujemy r6wnanie: 

V5 =3- sin 

5 
sin p= = 

B 48° 

Kat miedzy przekatna Sciany bocznej a sasiednig Sciana boczna ma miare 45°, na- 

tomiast kat miedzy przekatnymi Scian bocznych (wychodzacymi z tego samego 

wierzchotka) ma miare ok. 48°. 

Przyktad 3. 

W graniastostupie trojkatnym taczymy wierzchotki A, B, C jednej podstawy ze Srod- 

kami S,, S,, S, przeciwlegtych krawedzi drugiej podstawy (patrz rysunek). Wykaze- 

my, ze te trzy odcinki przecinajqa sie w jednym punkcie, ktdry dzieli je w stosunku 

Wee 

Oznaczmy wierzchotki graniastostupa, jak na rysunku powyzej; punkty S,, S,, S, 

oznaczaja Srodki odpowiednich krawedzi gérnej podstawy. Wykazemy najpierw, ze 

odcinki AS, i BS, przecinaja sie w punkcie, ktdry dzieli je w stosunku 1 : 2. 

Z twierdzenia o odcinku taczacym Ssrodki bokoéw w trojkacie A,B,C, otrzymujemy: 

i} 
(1) S25; || A,B, i |S254|= Bate 

Sciana boczna ABB, A, jest rownolegtobokiem, wiec 

(2) = AB|| A,B, i |AB|=|4,8,] 
Z punktow (1) i (2) wynika (zobacz twierdzenie 5., str. 349), ze 

1 
S,S; || AB i [S254] = eel 

Tak wiec punkty A, B, S,, S, lezqa w jednej ptaszczyznie. Wyznaczajq na niej trapez. 

Odcinki AS, i BS, przecinaja sig w punkcie, ktory oznaczymy 0. 



x 

378 6. Geometria przestrzenna 

So S; 

A B 

Z twierdzenia o dwoch prostych réwnolegtych przecietych trzecia prosta wynika, ze 

|\XS,S,A] =|<S,AB| i |<S,S,B] = |<S,BA| 

Zatem na mocy cechy (kkk) podobienstwa trdojkatow otrzymujemy, ze 

AOS,S, ~ AOAB 

Tak wiec boki jednego tréjkata sa proporcjonalne do odpowiednich bokéw drugie- 

go trojkata. Mamy: 

SiS S.Cla So 
|AB| 2 |OA|  |OB| 

czyli punkt O dzieli przekatne AS, i BS, w stosunku 1 : 2 (liczac od punktow S,, S,). 

Rozumujac podobnie, mozna wykaza¢, ze przekatne BS, i CS, (odpowiednich trape- 

zOW) przecinajg sie w punkcie O,, ktdry dzieli je w stosunku 1 : 2 (liczac od punktow 

S,, $3). Ale odcinek BS, mozna podzielié w stosunku 1 : 2 (liczac od punktu S,) tylko 

na jeden sposob, wiec 

C= 0 

Zatem trzy przekatne graniastostupa przecinaja sie w jednym punkcie, ktory dzieli 

je w stosunku 1: 2. 

Przyktad 4. 

Przekatna graniastostupa prawidtowego czworokatnego jest nachylona do ptasz- 

czyzny podstawy pod katem a i tworzy z kazda Sciana boczng kat 8. Wykazemy, ze 

cos’a + cos 26 = 1. 

Zatozenie: Przyjmijmy oznaczenia jak 

na rysunku obok. 

a - dtugosé krawedzi podstawy, a > 0 

b - wysokosé¢ graniastostupa, b > 0 

k — dtugos¢ przekatnej graniastostupa, k > 0 

a - kat miedzy przekatna graniastostupa 

a plaszczyznq podstawy 

/ - kat miedzy przekatna graniastostupa 

a $ciang boczna 

C, 

Teza: cos’a + cos 28 =1 
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Dowod: Wyznaczamy cos a. Trojkat DBD, jest tréjkatem prostokatnym, zatem 

DB 2 : ; =cosa, czyli ae = cosa, stad 
1 

2 

(en) cos°a = Fai 

Obliczamy |D,C\. Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do trdjkata 
prostokatnego CC,D.. 

IDC =Na eb 

Wyznaczamy cos f. Trdjkat BCD, jest tréjkatem prostokatnym, zatem 

|D,C| V a = b? 
SS = NG, czyli ———— =cos DBI B y 2 p 

Wyznaczamy cos 2f. Korzystamy ze wzoru cos 26 = 2cos’8 - 1. Zatem 

24 py? 2(a° +b’ 
cos’*B =" rae skad 2cos’*B -1= ( 2 -1, czyli 

2(a’ + b*) 
(ae) cos 2h ie ce -1 

Stosujemy twierdzenie Pitagorasa do trojkata prostokatnego DBD,. Otrzymujemy: 
(3) 2a? ae b2 = k?2 

Obliczamy cos’a + cos 23. Korzystamy z zaleznosci (*), (**) i (***) 

dq? ela +b 2( 2a’ + b° 2 
2 | <3 ere! = } 1-5 Ne Dath= ih cos a+ cos 2B = 

co konczy dowdd. 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Oblicz dtugosé przekatne}: 

- a) prostopadtoScianu, ktérego krawedzie maja dtugosé 3 cm, 4 cm, 12 cm 

b) graniastostupa prawidtowego czworokatnego, ktérego krawedz podstawy 

ma dtugos¢ 3 cm, a przekatna jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod 

katem 30°. 

2. Przekatne graniastostupa prawidtowego szesciokatnego maja dtugos¢ 15 cm 

i321 cm. Oblicz dtugos¢ krawedzi podstawy i wysokosé graniastostupa. 

3. W graniastostupie prawidtowym trdjkatnym ABCA,B,C, poprowadzono prze- 

katna sciany bocznej AC,. Czy kat AC,B, jest prosty? Odpowiedz uzasadnij. 

4. W graniastostupie prawidtowym czworokatnym krawedz podstawy ma dtiu- 

gosé 10 cm, a wysokoSé - 10/2 cm. Wyznacz miare kata: 

a) nachylenia przekatnej graniastostupa do ptaszczyzny podstawy graniasto- 

stupa 

b) miedzy przekatng graniastostupa a krawedzia podstawy. 
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6. Geometria przestrzenna 

Ostroslupy 

Definicja 1. 

Ostrostupem nazywamy wieloscian, ktérego jedna ze Scian, zwana podstawa, 

jest wielokatem, a pozostate éciany sq tr6jkatami o wspélnym wierzchotku (nie- 

lezacym w plaszczyznie podstawy), zwanym wierzchotkiem ostrostupa. 

Na rysunku ponizej kolorem czerwonym zaznaczono: 

a) podstawe ostrostupa oraz wierzchotek ostrostupa (punkt W) 

b) krawedzie podstawy ostrostupa 

c) krawedzie boczne ostrostupa 

d) wysokoS¢ ostrostupa. 

a) Ww b) C) d) WwW 

Wysokoscia ostrostupa nazywamy odcinek (a takze jego dtugosc), ktorego jed- 

nym koncem jest wierzchotek ostrostupa, a drugim koncem - jego rzut prostokatny 

na ptaszczyzne podstawy. Na rysunku d) jest to odcinek WS. Punkt S nazywamy 

spodkiem wysokosci ostrostupa. 

Opisujac ostrostupy, postugujemy sie okresleniami: trojkatny, czworokatny, piecio- 

katny itd., w zaleznoSsci od tego, jaki wielokat jest w podstawie ostrostupa. 

Przyktad 1. 

W ostrostupie trojkatnym spodek wysokoSci ostrostupa jest Srodkiem okregu opi- 

sanego na podstawie. Wykazemy, ze krawedzie boczne w tym ostrostupie maja jed- 

nakowg dtugosc. 

Niech dany bedzie ostrostup, ktérego podstawa jest trojkat A,A,A, i kt6rego wierz- 
chotkiem jest punkt W. 

W 
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Poprowadzmy wysokos¢ WS w tym ostrostupie. Z zatozenia wiemy, ze spodek wy- 
sokosci (punkt S) jest srodkiem okregu opisanego na trojkacie A,A,A,, zatem jest on 
rowno odlegty od wierzchotkow A,, A,, A3: 

ISA,| = |SA,| = |SA, 
Rozpatrzmy trojkaty: A,SW, A,SW, ASW. O trdéjkatach tych wiadomo, ze: 

e sa prostokatne 

<A, SW| = |<A,SW| =|<A,SW| = 90° - bo odcinek WS jest wysokoScia; 

¢ majq wspolna przyprostokatna WS; 

* pozostate przyprostokatne w tych tréjkatach maja r6wne dtugosci: 

ISA,| = |SAp| = |SA4 
Zatem trojkaty A,SW, A,SW, A,SW (na podstawie cechy bkb) sq przystajace 

AA, SW = AA,SW = AA,SW 

Z tego wynika, ze 

JA, W| = |A,W| = |A,W, 
czyli krawedzie boczne ostrostupa maja jednakowa dtugos¢. 

Ostrostup WA,A,A, jest przyktadem ostrostupa prostego. 

Ostrostupem prostym nazywamy ostrostup spetniajacy dwa warunki: 

1) na podstawie ostrostupa mozna opisac okrag, 

2) spodek wysokosci ostrostupa jest Srodkiem okregu opisanego na podstawie. 

W klasie pierwszej poznates pojecie okregu opisanego na trojkacie, a w klasie dru- 

giej - pojecie okregu opisanego na czworokacie. Ogdlnie powiemy, ze okrag jest 

opisany na wielokacie wtedy, gdy wszystkie wierzchotki tego wielokata nalezq do 

danego okregu. Na danym wielokacie mozna opisa¢ okrag wtedy, gdy istnieje punkt 

rowno odlegty od wszystkich wierzchotkéw danego wielokata. 

Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie. 

| Twierdzenie 1. 

| Nastepujace warunki sa rownowazne: 

1) ostrostup jest ostrostupem prostym 

2) wszystkie krawedzie boczne ostrostupa maja jednakowa dtugos¢ 

| 3) wszystkie krawedzie boczne ostrostupa tworza jednakowe katy z ptaszczy- 

znq podstawy. 

Przykta d 2. 

Podstawa ostrostupa jest tréjkat ABC, w ktorym |AB| = 12 cm, |AC| = |BC| = 10 cm. 

Wszystkie krawedzie boczne ostrostupa majq jednakowg dtugos¢. Wysokos¢ ostro- 

stupa jest rowna 15 cm. Wyznaczymy katy, jakie tworza krawedzie boczne z ptasz- 

czyznqa podstawy. 
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Poniewaz wszystkie krawedzie boczne ostrostupa maja jednakowa dtugosc, wiec 

- zgodnie z twierdzeniem 1. - ostrostup ten jest prosty. Z tego wynika, ze spodek 

wysokoSci ostrostupa jest Srodkiem okregu opisanego na trdjkacie ABC oraz ze 

wszystkie jego krawedzie boczne tworza jednakowe katy z plaszczyznq podstawy. 

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku ponizej. 

(AC) = |BC| = 10 cm, |AB| = 12 cm 

CD - wysokoS¢ tréjkata ABC, |AD| = |BD| 

S - spodek wysokoSci ostrostupa, |WS| = 15 cm 

R - promien okregu opisanego na podstawie ostrostupa 

a - szukany kat 

Wiemy juz, ze |AS| = |BS| = |CS| = R. 

Obliczamy R. 

Zauwaz, ze tatwo jest wyznaczy¢ wysokos¢ CD trdjkata ABC, |CD| = 8 cm oraz pole P 

tréjkata ABC, P= 48 cm’. Wiesz rdwniez, ze 

|AB|-|BC|-|AC| |AB|-|BC|-|AC| 
= ——_____—_., zatem R= 

4-R 4.P 

R=6,25 (cm) 

Obliczamy tg a (korzystamy z definicji tangensa w trdjkacie prostokatnym ASW). 

tei0 = -. skad 

P , Skad 

tga=2,4 

Wyznaczamy a. 

a~67,4° 

Krawedzie boczne ostrostupa sq nachylone do ptaszczyzny podstawy pod katem 

ok. 67°. 

Ostrostupem prawidtowym nazywamy ostrostup prosty, kt6rego podstawa jest 
wielokat foremny. 

Z okreslenia ostrostupa prawidtowego i z twierdzenia 1. wynika wniosek. 

Wniosek: Sciany boczne ostrostupa prawidtowego sa przystajacymi trdéjkatami 
rownoramiennymi. 

Aby narysowaé ostrostup prawidtowy, wykorzystujemy - podobnie jak w przypad- 
ku rysowania graniastostupéw - wtasnosci rzutu ro6wnolegtego na ptaszczyzne. 
Rysowanie wygodnie jest zaczq¢ od podstawy ostrostupa. 
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Spodek wysokosci ostrostupa prawidtowego tréjkatnego jest punktem przeciecia 
sie wysokosci podstawy; dla ostrostupa prawidtowego czworokatnego i szesciokat- 
nego jest to punkt przeciecia przekatnych podstawy. Z tego punktu prowadzimy 
wysokoS¢ ostrostupa. 

Dtugos¢ wysokoSsci dobieramy tak, aby krawedzie boczne poprowadzone z wierz- 

chotka ostrostupa do wierzchotkéw podstawy nie pokrywaly sie ze soba ani z kra- 

wedziami podstawy. 

A. A> & 
Omowimy teraz wybrane katy w ostrostupach na przyktadzie ostrostupa prawidto- 

wego czworokatnego. 

LAVA 
Kat miedzy krawedzia bocznq 

a ptaszczyzna podstawy. 

\ 

a A 
Kat miedzy wysokoscia ostrostupa 

a ptaszczyznq Sciany bocznej. 

[eee 

Kat miedzy ptaszczyznq Sciany bocznej 

a ptaszczyznq podstawy. 

Kat miedzy ptaszczyznami 

sasiednich scian bocznych. 

383 
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Przyktad 3. 

W ostrostupie prawidtowym tréjkatnym kat miedzy ptaszczyznqa Sciany bocznej 

a ptaszczyzna podstawy ma miare 45°. Krawedz podstawy ma 12 cm dtugosci. Wy- 

znaczymy wysokoS¢ ostrostupa i wysokos¢ sciany bocznej. 

W 

Le 
EE BA 

Oznaczmy: WS - wysokos¢ ostrostupa, WA - wysokoS¢ Sciany bocznej. 

Odcinek AS stanowi ; wysokosci podstawy (trdjkata rownobocznego). 

Wyznaczamy wysokosé podstawy ostrostupa - h 

uss h= = 63 (cm) 

Znajdujemy dtugosé odcinka AS: 

AS|= = 

|AS| = 2V3 (cm) 
W celu wyznaczenia wysokoSsci ostrostupa i wysokosci Sciany bocznej rozpatrzmy 

tréjkat ASW. Jest to tréjkat prostokatny rownoramienny. 

|AS| =|WS| i |AW| = V2)AS| 
Mamy zatem: 

|WS| = 23 (cm) oraz 

AZ) S |AW| = V2 -2V3 = 2V6 (cm) 

Wysokos¢ ostrostupa jest rowna 2V3 cm,a wysokosé Sciany bocznej 2/6 cm. 

Przyktad 4. 

W ostrostupie prawidtowym trojkatnym kat ptaski przy wierzchotku sciany bocznej 
ma miare a, zas kat dwuscienny miedzy sasiednimi Scianami bocznymi ma miare f. 

Wykazemy, ze cos / = See aS 

2cos? ~ 
y 
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Zatozenie: Przyjmijmy oznaczenia jak W 
na rysunku obok. Lo\ 
ABCW - ostrostup prawidtowy 
trojkatny 

a — miara kata ptaskiego przy E Ey 
B (pee 

wierzchotku kazdej Sciany bocznej 

f - miara kata dwusciennego miedzy 

sasiednimi Scianami bocznymi 

a - dtugos¢ krawedzi podstawy A a B 

ostrostupa 

|BE| = |CE|=h 

cos & 
Teza: cos fp = 

Doss 
2; 

Dowéod: Z twierdzenia cosinuséw zastosowanego do tréjkata CEB wyznaczamy cos /. 

|CB|* = |BE|? + |CE|* — 2 - |BE| - |CE| - cos , czyli 

a* = 2h* —2h*cos B 
ae 

Be: =1— cos f, skad 

2. a 
*) cosp =1-—~ Cy) B aie 

Wyznaczamy h w zaleznosci od a. W tym celu rozwazmy trojkat rownoramienny 

ABW. Kat przy wierzchotku W - z zatozenia - jest rowny a. Zatem 

|ABAW| = 90° a 
a 

W trojkacie prostokatnym ABE mamy |<BAE| = |<BAW| = 90° — = Stad 

el) = sn 90 - =a wiec zt = cos S (skorzystalismy ze wzoru redukcyjnego) 
a 

a 
**) h=a-cos— *) 5 

Wyznaczamy cos f w zaleznosci od cosinusa a. Korzystamy z zaleznosci (*) i (**). 

Mamy: 
ee 

COS peel a’ =1 a’ se ee sae = 2 — , 

2h 2-a°- cos’ = 2cos? 2cos? 
2 2 2 

co konczy dowdd. 
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Przyktad 5. 

Podstawa ostrostupa jest prostokat, w ktérym stosunek dtugosci bokow jest rowny 

3 : 1. Dwie sciany boczne tego ostrostupa sq prostopadte do ptaszczyzny podsta- 

wy. Najdtuzsza krawedz boczna tworzy z ptaszczyznq podstawy kat a, dla ktorego 

V30 
tga = —. 

10 

a) Wykazemy, ze dwie pozostate Sciany boczne sq takze trdéjkatami prostokatnymi. 

b) Obliczymy miary katéw, jakie tworza te Sciany z ptaszczyznq podstawy. 

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku ponizej. 

W ABCD - prostokat, |AB| = |CD| = 3a,a > 0 
|AD| =|BC|=a 

ADW i DCW - sciany boczne prostopadte do 

ptaszczyzny (ABCD) 

WD - wysokoS¢ ostrostupa 

BW - najdtuzsza krawedz boczna 

2) C |{DBW| = a - kat, jaki tworzy krawedz BW 

POF Sas, z ptaszczyzna (ABCD) 
EN ¢ Ponadto oznaczmy: 

. 3a B IaDAW|=B i |<DCW|=y 
Ada) Wykazemy, ze Sciana boczna ABW jest trojkatem prostokatnym. W przypadku 

Sciany BCW dowédd jest analogiczny. Zauwazmy, ze 

AD 1 AB - bo z zatozenia podstawa ABCD jest prostokatem 

AD jest rzutem prostokatnym odcinka AW, bo WD 1 (ABCD), zatem - na mocy 

twierdzenia o trzech prostych prostopadtych 

AB | AW, a to znaczy, ze |{BAW| = 90°, czyli tréjkat ABW jest trojkatem prosto- 

katnym. 

Ad b) Pokazemy najpierw, ze Sciana boczna ABW jest nachylona do ptaszczyzny 

(ABCD) pod katem f. 

Krawedzia przeciecia ptaszczyzn (ABW) i (ABCD) jest prosta AB. W celu wyzna- 

czenia odpowiedniego kata nachylenia prowadzimy ptaszczyzne prostopadta do 

krawedzi AB. Taka ptaszczyznq jest na przyktad ptaszczyzna (ADW), poniewaz - 
z punktu a) - wiemy, ze 

AB | AD oraz AB | AW (z zatozenia), czyli - na mocy twierdzenia 1. ze str. 358 

AB 1 pt. (ADW), zatem 

kat DAW jest katem liniowym kata nachylenia ptaszczyzny Sciany bocznej do ptasz- 
czyzny podstawy, a 

|{DAW| =f 

Podobnie mozna pokaza¢, ze §ciana boczna BCW jest nachylona do ptaszczyzny pod- 
stawy pod katem y. W celu wyznaczenia katow £ i y obliczymy tg f i tg y. Najpierw 
wyznaczamy |DB| i |DW|. Mamy: 
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|BD| = V9a? +a? =aV10 

WD ' 30 
a = tga, wiec |WD|= aviio 29 = aV3, bo z zatozenia tg a = aD 

Rozwazmy dwa trojkaty prostokatne ADW i DCW. Mamy odpowiednio: 

|WD| |WD| _ V3 bas stad J3 =t ystad = =t AD g B, sta gp DCI = tgy, sta gy 

B= 60°, bof & (0°, 90°) y = 30°, boy € (0°, 90°) 

Przyktad 6. 

W ostrostupie tréjkatnym Ssciany boczne sq nachylone do ptaszczyzny podstawy 

pod tym samym katem. Wykazemy, ze spodek wysokoSci ostrostupa jest Srodkiem 

okregu wpisanego w podstawe tego ostrostupa. 

Niech dany bedzie ostrostup ABCW. Punkt S jest spodkiem wysokosci ostrostupa. 

WwW 

LE aN 
A, 

Niech punkty A,, A,, A; naleza odpowiednio do krawedzi AB, BC, AC oraz 

SA, LAB SARI BG SA, 1 AC 

Z twierdzenia o trzech prostych prostopadtych wynika, ze 

WA, 1 AB WA, BC WA,1 AC 

Katy WA,S, WA,S, WA,S okreslajq zatem miare nachylenia Scian bocznych do ptasz- 

czyzny podstawy. 

Z zatozenia wiemy, ze 

|XWA,S| =| WA,S| = | WAS]. 

Stad wynika, ze tréjkaty WSA,, WSA, WSA, sa przystajace (na podstawie cechy kbk). 

AWSA, = AWSA, = AWSA, 

Zatem 

|SA,| = |SA2| = |SA3], 
czyli punkt S réwno odlegty od krawedzi podstawy jest srodkiem okregu wpisane- 

go w podstawe. 
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W trakcie nauki poznates pojecie okregu wpisanego w tréjkat i wpisanego w czwo- 

rokat. Ogdélnie powiemy, ze okrag jest wpisany w wielokat (wypukty) wtedy, gdy 

okrag ten jest styczny do wszystkich bokéw tego wielokata. Okrag mozna wpisac 

w dany wielokat (wypukty) wtedy, gdy istnieje punkt rowno odlegty od bokow wie- 

lokata. 

Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie. 

Twierdzenia 2. 

W podstawe ostrostupa mozna wpisa¢ okrag i spodek wysokosci ostrostupa jest 

srodkiem tego okregu wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie Sciany boczne ostrostu- 

pa sa nachylone do pltaszczyzny podstawy pod tym samym katem. 

Przyktad 7. 

Podstawa ostrostupa jest romb o kacie ostrym a. Wszystkie Sciany boczne sq na- 

chylone do plaszczyzny podstawy pod katem a. Wiedzac, ze stosunek wysokosci 

ostrostupa do dtugosci krawedzi podstawy jest rowny aa obliczymy cos a. 

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku ponizej. 

a - dtugosé boku rombu ABCD 

h - wysokosé rombu ABCD, h = |DM| 

r- promien okregu wpisanego w romb ABCD 

a - kat ostry rombu i kat nachylenia kazdej Sciany 

bocznej ostrostupa do ptaszczyzny podstawy 

H —- wysokos¢ ostrostupa ABCDW 

H=|OW| 
Z tresci zadania wiemy, ze 

(9 2-8 
a 

Wyznaczamy wysokos¢ rombu. Trdéjkat DMC jest trojkatem prostokatnym o kacie 
ostrym a. Mamy: 

wel sina czyli sina tad Stee , = j S 'DC| a : 
(#*) h=a-sina 

Wyznaczamy wysokos¢ ostrostupa. Tréjkat WOE jest tréjkatem prostokatnym o ka- 
cie ostrym a, wiec 

H 
=o c, czyli —=tga, stad H= ; tea 

r 
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Po uwzglednieniu warunku (**) otrzymujemy zaleznosé: 

arsine te a momapea T= 

a stad, po uwzglednieniu warunku (*), dostajemy réwnanie: 

, 

(se) H 

sina -tga wesin: 
SS Ne czyli ——- = J3, stad 1—cos’a =2\3cosa@ 

2 2COS @ 

Obliczamy cos a. 

cosa + 2V3cosa—1=0 

Podstawiamy zmienna pomocnicza t, t= cos a. Mamy: 

t?+2/3t-1=0 

A=16 te 32 B=2=3; zatem 

cosa=—J/3-—2  réwnanie sprzeczne, bo ne el 

lub cosa =2- V3, Dem te Oat) 

Ostatecznie otrzymalismy, ze cos @ = 2 — 4 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Czy istnieje ostrostup, ktorego liczba wszystkich krawedzi jest rowna: 

a) 27 b) 36? 
Odpowiedz uzasadnij. 

2. Podstawa ostrostupa jest tréjkat rownoboczny ABC o boku majacym dtugosé 

4,/3 cm. Wysokosé WA tego ostrostupa jest rowna 6 cm. Wyznacz miare kata 

nachylenia Sciany bocznej BCW do ptaszczyzny podstawy ABC. 

3. W ostrostupie prawidtowym czworokatnym ABCDW Ww 

(zobacz rysunek obok) krawedz podstawy ma dtu- 

gos¢ 26 cm. Punkt S jest punktem przeciecia prze- 

katnych podstawy. Odcinek SS, jest prostopadly do 

Sciany bocznej BCW i ma dtugosé 12 cm. Wyznacz 

wysokos¢ tego ostrostupa. 

(Ae SAY 

4. Podstawa ostrostupa jest tréjkat rownoramienny ABC, w ktorym 

IAC| = |BC| = 4/5 cmi |AB| = 8 cm. Wiedzac, ze wysokoS¢ ostrostupa jest rowna 

12 cm i wszystkie krawedzie boczne majq taka sama diugos¢, oblicz dtugos¢ 

krawedzi bocznych tego ostrostupa. 
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Siatka wieloScianu. Pole powierzchni wieloscianu 

Siatka wieloscianu to figura ptaska, kt6ra otrzymuje sie przez ,rozciecie” po- 

wierzchni wieloscianu wzdtuz niektérych krawedzi tak, aby Sciany daty sie rozto- 

zy¢ na ptaszczyzZznie i byty potaczone ze soba niektorymi bokami. Wieloscian moze 

miec¢ wiele roznych siatek. 

Ponizej przedstawione sq przyktady graniastostupow i ich siatki. 

oom OO 
Pole powierzchni siatki wieloscianu jest polem powierzchni catkowitej tego wielo- 

Scianu. 

Przypomnijmy wzor na pole powierzchni catkowitej graniastostupa: 

Pole powierzchni catkowitej graniastostupa P.jest rowne sumie podwojonego pola 

podstawy P,,i pola powierzchni bocznej P,, graniastostupa. 

P= 2P.+P, 

Przyktad 1. 

Obliczymy pole powierzchni catkowitej graniastostupa prawidtowego szesciokat- 
nego, w ktorym najdtuzsza przekatna jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod 
katem 30°, a krawedz podstawy ma dtugosé 12 cm. 

Rysunek ponizej przedstawia graniastostup prawidtowy szesciokatny, odcinek AC 
jest najdtuzsza przekatng w tym graniastostupie. 

12cm 



Siatka wielogcianu. Pole powierzchni wieloscianu ool 

Obliczamy pole podstawy Pe 
Szesciokat foremny, ktdrego bok ma dtugosé 12 cm, mozna podzielié na szesé troj- 
kqatow rownobocznych. Kazdy bok takiego trdéjkata ma dtugosé 12 cm. Zatem 

12? /3 ca =216V3 (cm?) 

Obliczamy dtugos¢ krawedzi bocznej BC. 

Rozwazmy trojkat prostokatny ABC. Odcinek AB ma dtugosé 24 cm (dlaczego?). 

|BC| V3 
— =tg 30°, wiec |BC| = 24 - = BB cm AB) ec |BC| 5 (cm) 

Obliczamy pole powierzchni bocznej P,,. 

Powierzchnia boczna sktada sie z szesciu przystajacych prostokat6w o wymiarach 

12 cm na 8V3 cm. 

P,=6-12-8 3 =576V3 (cm?) 
Obliczamy pole powierzchni catkowitej P. 

P.=P, + 2P,, wiec P.= 576V3 + 2 - 2163 = 1008V3 (cm’). 

Pole powierzchni catkowitej graniastostupa jest rowne 1008V3 cm?. 

Przyktad 2. 
RL 

Przekatna prostopadtoscianu ma dtugos¢ d. Jakie najwieksze pole powierzchni cat- 

kowitej moze mie¢ taki prostopadtoscian? 

Oznaczmy literami a, b, c dtugosci krawedzi wychodzace z jednego wierzchotka. 

Wowczas prawdziwa jest rownosé 

d= a°+b’+c’ 

(Uzasadnij to doktadnie, wykorzystujac twierdzenie Pitagorasa). 

Pole powierzchni catkowitej P. prostopadtoscianu mozemy zapisa€ nastepujaco: 

P= Zap + 2Zbc + Zac 

Ze wzoru na kwadrat réznicy dwoch wyrazen wynika, ze 

2ab =a? + b?—(a—b)? 

2bc = b? + c?—-(b—c)? 

2ac=a’?+c*—(a-c)* 

Stad 

P= 2(a2 + b? +c?) —(a—b)’*—(b—c)’*—(a c)?= 2d? — (a—b)? —(b—c)?—(a-c)? 
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Latwo zauwazy6, ze P, przyjmuje najwiekszq wartos¢ wtedy, gdy 

(a—b)*=(b—c)*=(a—c)?=0, czyli wtedy, gdy a=b=c. 

Wowczas 

Pred’ 

Najwieksze pole powierzchni catkowitej P. ma szeScian i wtedy P, = 2d" 

Ponizej przedstawione sq przyktady ostrostup6w i ich siatki. 

a) b) 

< 
Pole powierzchni catkowitej ostrostupa P, jest rowne sumie pola podstawy P,,i pola 

powierzchni bocznej P,, ostrostupa. 

Pea ce, 

Przypomnijmy wzor na pole powierzchni catkowitej ostrostupa. 

Przvyktad 3. 

W ostrostupie trojkatnym trzy krawedzie 0 wspolnym koncu sa do siebie prostopa- 

dte i maja diugos¢ 6 cm, 8 cmi 6,4 cm. Obliczymy pole powierzchni catkowitej tego 

ostrostupa. 

Szkicujemy ostrostup tak, aby jego podstawa byt trojkat prostokatny o przyprosto- 

katnych majacych dtugos¢ 6 cmi 8 cm. 

D 

Oznaczmy wierzcholki ostrostupa tak, ze 

|AC|=6 cm 

|BC| =8 cm 

A |DC| = 6,4 cm 

B 

Pole powierzchni catkowitej jest rowne sumie pol czterech tréjkatéw: ABC, ABD, 
ACD i CBD. 

P.= Paget Papp + Pacp + Pesp 



Siatka wielogcianu. Pole powierzchni wieloscianu 

Obliczamy pola tréjkat6w ABC, ACD, CBD. 

Diem Ore —= 24 (cm) oP. = ; -6-6,4 = 19,2 (cm?) 

Pogp = = -8-6,4= 25,6 (cm?) 

Z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do trojkata prostokatnego ABC wyznacza- 
my dtugos¢ odcinka AB. 

|AB|=10 cm 

Prowadzimy wysokos¢ CE w tréjkacie ABC oraz odcinek DE. Z twierdzenia 0 trzech 
prostych prostopadtych wynika, ze 

DE 1 AB 

Zatem odcinek DE jest wysokoscia tréjkata ABC. 

Obliczamy dtugosé¢ odcinka CE. 

il 1 1 
5 |AB| - |CE| = 5 IAC] - |BC|, skad ei ND (Cafes ; -6-8, zatem |CE| = 4,8 (cm). 

Z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do trojkata prostokatnego ECD wyznacza- 

my |DE|. 

|DE| = 8 (cm) 

Obliczamy pole trdéjkata ABD i pole powierzchni catkowitej ostrostupa. 

1 
= 5 AB - |DE| Dae oy 10 -8=40 (cm?) 

P.=19,2 + 25,6 + 24 + 40 =108,8 (cm?) 

Pole powierzchni catkowitej ostrostupa jest rowne 108,8 cm’. 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Przekatna szescianu ma dtugosé 6 cm. Oblicz pole powierzchni catkowitej 

tego szeScianu. 

2. Oblicz pole powierzchni catkowitej} prostopadtoscianu o podstawie kwa- 

dratowej, jesli przekatna Sciany bocznej ma dtugos¢ 30 cm oraz kat miedzy 

ta przekatng i przekatng prostopadtoscianu, wychodzacymi z tego samego 

wierzcholka, ma miare 30°. 

3. Wysokosé ostrostupa prawidtowego czworokatnego jest rowna 2 dm. Kat 

dwuscienny miedzy Sciana boczng a podstawa ma miare 30°. Oblicz pole po- 

wierzchni catkowitej tego ostrostupa. 

4. Podstawa ostrostupa jest prostokat o bokach majacych dtugos¢ 12 cmi 3 cm. 

Wysokoéé¢ ostrostupa jest rowna 4 cm, a spodek tej wysokosci jest jednym 

z wierzchotk6éw podstawy. Oblicz pole powierzchni bocznej tego ostrostupa. 

5. Pole powierzchni bocznej ostrostupa prawidtowego trojkatnego jest rowne 

453 cm?2,a pole podstawy - 27/3 cm2. Oblicz wysokoSé tego ostrostupa. 

393, 
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Objetosé figury przestrzennej. 

Objetos¢ wieloscianow 

Objetos¢ jest liczba, ktorg mozna przyporzadkowa¢ pewnym figurom przestrzen- 

nym. Na poczatku ustala sie jednostke - szeScian o krawedzi 1 (szescian jednost- 

kowy). Jesli na przyktad chcemy okreéli¢é objetos¢ prostopadtoscianu 0 wymiarach 

3 na 2 na 1, to dzielimy ten prostopadtoscian na szesciany jednostkowe. Bez trudu 

zauwazamy, ze tych szeScianéw jest szes¢, wiec objetos¢ tego prostopadtoscianu 

jest rowna 6. 

W ogélnym przypadku, aby okresli¢ objetos¢ figury przestrzennej (bryty) F, bu- 

duje sie tzw. sieci szeScienne (na wzor sieci kwadratowych konstruowanych przy 

okreSlaniu pola). Przestrzen dzieli sie na szesciany jednostkowe w taki sposob, ze 

dowolne dwa szesciany albo sa roztaczne, albo maja wspolny wierzchotek, albo 

wspOolng krawedz, albo wsp6lna Sciane. Nastepnie patrzymy, ile szeScianow zawie- 

ra sie w bryle F. Sume ich objetosci oznaczamy przez w,. Nastepnie ustalamy, ile 

szeScianow sieci ma co najmniej jeden punkt wspdlny z bryta F. Sume ich objetosci 

oznaczamy przez z,. W kolejnym kroku dzielimy kazdy z szescianow sieci na 10° 

(czyli 1000) przystajacych szescianikow. Kazdy z tych mniejszych szescianikow ma 

objetos¢ r6wng 0,001 szescianu jednostkowego. I zndw sprawdzamy, ile szescia- 

nikow jest zawartych w bryle F i ile szeScianikow ma punkty wspdlne z bryta F. 

Postepujac podobnie dalej, tworzymy dwa ciagi: 

Wi, Wo, Wa, Way oe 

De line Lay 0G aes 

Liczby w pierwszym ciagu przyblizaja objetos¢ bryty F z niedomiarem, natomiast 

liczby w drugim ciagu przyblizajqa objetosé tej bryty z nadmiarem (z coraz wieksza 

doktadnoscia). Liczby z pierwszego ciagu dazqa do pewngj liczby, kt6ra nazywamy 

miarg wewnetrzng bryty F. Liczby z drugiego ciagu rowniez daza do pewnej licz- 

by, kt6ra nazywamy miara zewnetrznq bryty F. Jesli obie te miary (wewnetrzna 

i zewnetrzna) sq rowne i nie zaleza od wyboru sieci i sposobu zageszczania, to te 

wspolnq miare nazywamy objetoscia brylty F. 

W klasie pierwszej skonstruowalismy figure ptaska, kt6ra nie miata pola (kwa- 
drat, umieszczony w uktadzie wspotrzednych, z ktérego usunieto wszystkie punk- 
ty o obu wspotrzednych bedacych liczbami wymiernymi). Sprébuj skonstruowa¢ 
w podobny sposob figure przestrzenna, ktora nie ma objetoSci. 
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UWAGA: Nie nalezy myli¢ objetosci zerowej z brakiem objetosci (niemozliwoscig 
okreSlenia objetosci). 

Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie. 

Twierdzenie 1. (wtasnosci objetoéci) 

1) Objetosé bryty jest liczba nieujemna. 

2) Objetosci bryt przystajacych, wyznaczone przy tej samej jednostce, sq rowne. 

3) Jesli bryta F sktada sie z dwoch bryt F, i F,, majacych objetosci i wnetrzami 

roztacznych, to objetos¢ bryty F jest rowna sumie objetosci bryt F, i F, (przy 

tej samej jednostce). 

4) Szescian 0 krawedzi jednostkowej ma objetosé rdwna 1. 

Zajmiemy sie obliczaniem objetoSci graniastostupow i ostrostupéw. Przypomnijmy 

znany Ci z gimnazjum wzor na objetos¢é graniastostupa. 

Twierdzenie 2. 

Objetos¢ V graniastostupa jest rowna iloczynowi pola podstawy P,, i wysokosci h 

graniastostupa: 

V=P,-h 

Przyktad 1. 

Pole powierzchni catkowitej prostopadtoscianu jest rowne 328 cm*. Stosunek dtu- 

gosci krawedzi wychodzacych z jednego wierzchotka wynosi 7 : 3 : 2. Obliczymy 

objetos¢ tego prostopadtoscianu. 

El 

Stosunek dtugosci krawedzi wynosi 7 : 3 : 2, to znaczy, ze przy pewnej jednostce 

dtugoSci x (x > 0) dtugos¢ krawedzi mozna zapisac¢ jako 7x, 3x, 2x. 

Wyrazimy pole powierzchni catkowitej P, w zaleznosci od x. 

P.=2(3x- 7x + 7x - 2x + 3x- 2x) = 2(21x? + 14x? + 6x") = 2 - 41x? = 82x? 
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Z warunkow zadania wiemy, ze 

P.= 328 (cm’), zatem 

825421328 /7 02 

x7=4 

x=2 (box 0) 

Obliczamy dtugosé krawedzi wychodzacych z jednego wierzchotka. 

7-2=14 (cm) 520, (em) 2-2=4 (cm) 

Obliczamy objetosé V prostopadtoscianu. 

V=14-6-4=336 (cm?) 

Objetosé prostopadtoscianu jest rowna 336 cm?. 

Przyktad 2. 

Panstwo Swierczynscy kupili dom, kt6rego wymiary podane sa na schematycznym 

rysunku ponizej. 

Chca kupic¢ piec, ktory ogrzewatby caty dom (wtacznie z poddaszem). W sklepie 

sq dwa piece. Pierwszy ogrzewa skutecznie pomieszczenia o tacznej kubaturze do 

350 m’, a drugi - pomieszczenia o tacznej kubaturze do 450 m*. Czy piec o mniej- 

szej mocy wystarczy do ogrzania domu panistwa Swierczynskich? W obliczeniach 

pominiemy grubos¢ scian i grubosé dachu. 

Kubatura to pojemnosé (objetos¢) pomieszczenia lub zbiornika wyrazona zwykle 
Ww metrach szesciennych. 

Niech graniastostup pieciokatny prosty na rysunku ponizej reprezentuje dom, kto- 
rego dotyczy zadanie. 



Objetosé figury przestrzennej. Objetosé wielogcianéw o97, 

Obliczamy pole podstawy P,, graniastostupa. Pole podstawy jest réwne sumie pola 
P, prostokata i pola P, tréjkata rownobocznego. 

6m 6m 

ml | 

6m 

P3526 =18'(m?) 

p= £3 _ 9/3 (m2) 
4 

P,=P, +P, 

P,=18+9 3 (m?) 
Obliczamy objetos¢ V graniastostupa. Jego wysokoS¢ jest rowna 12 m. 

V=(18+9V3)-12=(216 +108 V3 ) (m3) 

Obliczamy (za pomocga kalkulatora) przyblizenie liczby 216 + 108 oe 

216+ 108 V3 ~ 403 
Poniewaz 350 < 403 < 450, wiec piec 0 mniejszej mocy nie wystarczy do ogrzania 

domu. 

Przypomnimy wzor na objetosé ostrostupa. 

Twierdzenie 3. 

Ohbjetos¢ V ostrostupa jest rowna jednej trzeciej iloczynu pola podstawy P,, i wy- 

| sokosci h ostrostupa: 

NY 
aa ee 

aaa hes 
Dane sa dwa ostrostupy prawidtowe czworokatne. W pierwszym ostrostupie kra- 

wedzie podstawy sq dwa razy krotsze niz w drugim ostrostupie i wysokos¢ w pierw- 

szym ostrostupie jest dwa razy krétsza niz w drugim ostrostupie. Ile razy objetos¢ 

drugiego ostrostupa jest wieksza od objetosci pierwszego ostrostupa? 
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2a 

a 

a 2a 

Niech a oznacza dtugos¢ krawedzi podstawy w pierwszym (mniejszym) ostrostupie, 

h - wysokoSé w tym ostrostupie. Wowczas objetos¢ V, tego ostrostupa jest rowna 

= 2 uPoy} 
3 

Dtugosé krawedzi podstawy w drugim (wiekszym) ostrostupie jest rowna 2a, nato- 

miast wysokos¢ - 2h. Objetos¢ V, tego ostrostupa jest rowna 

1 8 
V,= —(2a)*-2h=—a’-h =e (2a) 5 

Obliczamy stosunek objetoSci ostrostupéw. 

ee 
Ly RCTS fe 
V, 1h 

3 

Drugi ostrostup ma objetos¢ 8 razy wieksza od objetosci pierwszego ostrostupa. 

Przyktad 4. 

Podstawg ostrostupa jest trojkat prostokatny. Przyprostokatne tego trojkata maja 

dtugos¢é 14 cm i 48 cm. Krawedzie boczne maja jednakowag diugos¢é r6wna 65 cm. 
Obliczymy objetos¢ tego ostrostupa. 

Krawedzie boczne maja jednakowg dtugos¢, zatem ostrostup jest prosty (twierdze- 

nie 1. str. 381) i spodek S wysokoSci ostrostupa jest srodkiem okregu opisanego na 

podstawie. Srodkiem okregu opisanego na trdjkacie prostokatnym - jak zapewne 
pamietasz z klasy pierwszej — jest Srodek przeciwprostokatnej tego tréjkata. 
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Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku powyzej. Mamy: 

|BC| = 14 cm, |AC| = 48 cm, |AW| = |BW] = |CW| = 65 cm, |BS| = |SA| 

Z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do tréjkata prostokatnego ABC wynika, ze 

|AB|=50 cm 

Punkt S jest spodkiem wysokosci ostrostupa, wiec 

1 
|BS| = 5 |AB|, czyli 

(SS = Gye) 

Obliczamy wysokos¢ WS ostrostupa, stosujac twierdzenie Pitagorasa do tréjkata 

prostokatnego BSW. Otrzymujemy: 

|WS|= 60 cm 

Obliczamy pole podstawy P,, ostrostupa. 

it 
2S 3 |BC| - |AC| 

Pe 14 - 48 = 336 (cm?) p55 = cm 

Obliczamy objetos¢ V ostrostupa. 

Ve : - P,,- |WS| 

Ve ; - 336-60 = 6720 (cm?) 

Objetos¢ ostrostupa jest rowna 6720 cm’. 

Przyktad 5. 
Pe 

W ostrostupie tréjkatnym ABCD krawedzie AB, AC i AD sq parami prostopadte 

oraz |AB| = 20, |AC| = 15 i |AD| = 9. Wyznaczymy odlegtos¢ wierzchotka A od ptasz- 

czyzny (BCD). 

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku ponizej. 

D 
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Lsposé6b 
Dodatkowo oznaczmy przez H odlegtosé punktu A od ptaszczyzny (BCD). 

Zauwaz, ze odlegtosé punktu A od ptaszczyzny (BCD) jest wysokoScia ostrostupa 

ABCD. 
Obliczymy objetosé V ostrostupa, kt6ra mozna zapisa¢ jako: 

(*) Vs : -Prcp H, gdzie Ppp jest polem trojkata BCD 

Oczywiscie objetos¢ ostrostupa mozna tez obliczyé tak: 

(3) V= ; - Pipe |AD\, gdzie P,,- jest polem trojkata ABC 

Wykorzystujac wzory (*) i (**), otrzymujemy zaleznosc: 

Co) Pa = Pine (AD), 

ktora umozliwia obliczenie H. Tak wiec obliczamy najpierw P,,,-. Mamy: 

Pago = (AQ) ABI skady Pe S156 

Nastepnie obliczamy: |BC|, wysokosé AE trojkata ABC i |DE|. Zatem 

BC| = \|ABP + |ACP = 20? +15” =25 

Wie oe Ce 
|BC| 25 

DES MDP elo 212 45 

Z twierdzenia o trzech prostych prostopadtych wynika, ze DE | BC (przeanalizuj to 

doktadnie!), czyli DE jest wysokoscia tréjkata BCD. Teraz mozemy juz obliczyé Pap. 

it 
evens 5 |BC|-|DE|, skad Pie Loo 

Obliczamy H, stosujemy wzor (***). 

187,500 = 1509 

a 57, 

Odlegtos¢ wierzcholka A od ptaszczyzny (BCD) jest rowna 7,2. 

Il sposob 

Prowadzimy wysokos¢ AF ostrostupa. Wykazemy, ze spodek tej wysokosci lezy na 
odcinku DE. 

D 
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W tym celu wystarczy pokaza¢, ze ptaszczyzny (BCD) i (AED) sa prostopadte. 
Zauwazmny, ze 

AE | BC oraz DE 1 BC 

(zobacz I spos6b), wiec pr. BC jest prostopadta do ptaszczyzny (AED). Zatem ptasz- 
czyzna (BCB) - zawierajaca prosta BC - jest prostopadta do ptaszczyzny (AED). 

Rozwazmy trojkat prostokatny AED. 

W tym trdjkacie odcinek AF jest wysokoScia. Pole P,,,, trojkata AED zapisujemy na 

dwa sposoby. 

i 1 
sag PAD) LT Bary — a ENN 

Mamy: 

ie) = 12 |AD| =9 |DE| = 15, wiec 

T2729 15 1AF| 

|AF| = 7,2 

Odlegtos¢é wierzchotka A od ptaszczyzny (BCD) jest rowna 7,2. 

Przyktad 6. 

W ostrostupie prawidtowym czworokatnym krawedz boczna ma dlugos¢ I, a kat 

dwuscienny miedzy sasiednimi Scianami bocznymi ma miare 2a. Wyznaczymy 

objetos¢ tego ostrostupa (w zaleznosci od lia). 

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku ponizej. 

D 

|AW| = |BW| = |CW| = |DW| =! 
a - dtugos¢ krawedzi podstawy 

H - wysokoSé ostrostupa 

h, - wysokosé Sciany boczne} poprowadzonej na bok AB 

h, - wysokos¢ sciany boczne} poprowadzonej na bok WB 
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Prosta WB jest prostopadia do ptaszczyzny (CAE) (uzasadnij to!). 

Wyznaczamy |SA| w zaleznoSsci od a. 

ay/2 
2 

Wyznaczamy h, w zaleznosci od a. Tréjkat CAE jest rownoramienny, wiec 

SELAC -i |<CES|=|<aSEA|=a 

i) 
|SA| = — |CA|= 

a 

Obliczamy kwadrat dtugosci krawedzi podstawy ostrostupa. Pole P,,,, trojkata 

ABW zapisujemy na dwa sposoby. 

Ele face 

2 

Seon ic av2 ae 
2 4 2 2sin a He 

(*) eee v2 
4 2sina 

Obie strony réwnania (*) sq dodatnie, wiec po podniesieniu ich do kwadratu otrzy- 
mamy rownanie rownowazne. 

a Pale 
P-—= a stad 

4 4sin’a : 

a = 4/1} 1-—__ |, 
2sin’a 

co mozemy zapisac¢ krécej 

NO (—cos 2a) 
eS (sprawdz!) 

sin’@ 



Objetosé figury przestrzennej. Objetosé wielogcianéw 403 

Obliczamy H, korzystamy z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata SBW. 

ac 2 
Pn oe Biren teseae 20s 22) 

2 sina , 

skad po przeksztatceniach (wykonaj je!) otrzymujemy: 

y — Lose 

sing 

Obliczamy objetos¢ V ostrostupa. 

at 
OS RUGRATS SOs 

V _1 ,p(-cos2a) | cosa _ 72 js cos2a “COS a 

3 sin’a sina 3 sin’a 

ee: : : ae cos 2a -cosa 
Objetosé ostrostupa jest rowna — - I a 

3 sin'a 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Jedna z krawedzi prostopadtoscianu ma dtugos¢ 5 cm, a stosunek dtugosci 

dwoch pozostatych jest rowny 3 : 2. Wiedzac, ze pole powierzchni catkowitej 

tego prostopadtoscianu wynosi 258 cm, oblicz objetos¢ prostopadtoscianu. 

2. W graniastostupie prawidtowym tréjkatnym pole powierzchni bocznej jest 

réwne sumie pol obu podstaw. Objetos¢ graniastostupa wynosi 1 dm?. Oblicz 

. dlugosé krawedzi podstawy i wysokoS¢ graniastostupa. 

3. Podstawa graniastostupa prostego jest romb, w ktory wpisano okrag 0 promie- 

niu 10 cm. Kat ostry rombu ma miare 30°, a kat miedzy przekatna Sciany bocz- 

nej i krawedzia podstawy ma miare 45°. Oblicz objetos¢ tego graniastostupa. 

4. Szafa ma ksztatt graniastostupa prostego 

o wysokosci 2 m. Podstawe tej szafy wraz 

zZ wymiarami przedstawia rysunek obok. 

Oblicz pojemnoés¢ tej szafy. Wynik podaj 

w litrach. 

55cm 
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Przekroje wieloscianow — konstrukcje 

Przekrojem wieloscianu plaszczyzna 7 nazywamy figure, ktora jest czeSciq wspol- 

na ptaszczyzny a i tego wieloscianu. 

Przekrojem wieloscianu moze byé punkt, odcinek, wielokat lub zbidr pusty. W dal- 

szej czesci tematu bedziemy zajmowaé sie takimi przekrojami wieloscianéw, ktore 

sa wielokatami. 

Omoéwimy wyznaczanie przekrojow wieloscianéw w przypadku, gdy ptaszczyzna 

przekroju okreSlona jest przez podanie trzech niewspotliniowych punktow. 

Aby przedstawi¢ na rysunku przekr6j ptaszczyzna a danego wieloscianu, wystar- 

czy skonstruowa¢é punkty przeciecia ptaszczyzny a z krawedziami wieloscianu 

i potaczy¢ punkty lezace na tej samej Scianie. Oczywiscie kolejnos¢ wyznaczania 

wierzcholtkow przekroju nie jest istotna, natomiast konstrukcja powinna by¢ zgod- 

na z aksjomatami i twierdzeniami stereometrii. 

Przypomnijmy: 

1) Aby wyznaczy¢ krawedz przeciecia dwoéch ptaszczyzn (np. plaszczyzny prze- 

kroju i plaszczyzny zawierajaca Sciane wieloscianu), wystarczy wyznaczy¢ dwa 

punkty, z ktorych kazdy nalezy do obu ptaszczyzn. Wowczas prosta wyznaczona 

przez te punkty jest krawedzia przeciecia danych ptaszczyzn. 

2) Aby wyznaczy¢ punkt, w ktorym prosta k przebija ptaszczyzne z, wystarczy wy- 

znaczy¢€ punkt przeciecia prostej k i prostej J, ktora jest krawedzia przeciecia 

ptaszczyzny a i dowolnej ptaszczyzny 2, zawierajacej prosta k (zobacz przyktad 
1., str. 346). 

Przyktad 1. 

Na rysunku przedstawiony jest ostrostup trojkatny ABCD, punkty P, Q, R leza odpo- 
wiednio na krawedziach tego ostrostupa. Skonstruujemy przekr6j ostrostupa ABCD 
ptaszczyzna (PQR). 

D 
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Opis konstrukcji: 

e Wyznaczamy punkt przeciecia prostych PR 

i AC (te proste lezq na ptaszczyznie (ACD)). 

Otrzymujemy punkt X,. 

e Punkt X, lezy tez na ptaszczyznie (ABC), 

podobnie jak punkt Q. Wyznaczamy punkt 

przeciecia prostej X,Q i krawedzi BC. Otrzy- 

mujemy punkt X,. 

¢ Czworokat PQX,R jest szukanym przekrojem. 

Uzasadnienie poprawnosci konstrukcji: 

Punkty P, Q naleza (z zatozenia) do ptaszczyzny przekroju, wiec (zgodnie z aksjo- 

matem AS) prosta PQ lezy na ptaszczyznie przekroju. W szczegélnosci punkt X, lezy 

na plaszczyznie przekroju. Podobnie, mozna stwierdzi¢, ze poniewaz punkty X, iQ 

leza na ptaszczyznie przekroju, to prosta X,Q tez zawiera sie w tej ptaszczyznie, 

a wiec i punkt X, nalezy do tej ptaszczyzny. Zatem konstrukcja zostata wykonana 

poprawnie. 

Przyktad 2. 
ESS 

Na rysunku przedstawiony jest szescian ABCDA,B,C,D,, punkty P, Q, R leza od- 

powiednio na krawedziach tego szescianu. Skonstruujemy przekréj szescianu 

ABCDA,B,C,D, ptaszczyzna (PQR). 

DF ee Opis konstrukcji: 

ex. e Przez punkt R prowadzimy prosta réwno- 

A R legta do prostej PQ. Ta prosta lezy na ptasz- 

czyznie (DCC,D,) i przecina krawedz D,C, 

w punkcie X,. 

C ¢ Czworokat PQRX, jest szukanym przekrojem 

szeScianu. 
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Uzasadnienie poprawnosci konstrukcji: 

Sciany szescianu ABB,A, i DCC,D, leza na ptaszczyznach réwnolegtych. Ptaszczy- 

zna przekroju (PQR) przecina te plaszczyzny. Zgodnie z twierdzeniem 6. ze str. 351, 

jesli ptaszczyzna przecina dwie ptaszczyzny rownolegte, to krawedzie przeciecia 

tych ptaszczyzn sq prostymi r6wnolegtymi. Z konstrukcji wiemy, ze prosta RX, lezy 

na ptaszczyznie (DCC,D,) i jest rownolegta do prostej PQ. Jest wiec krawedzia prze- 

ciecia plaszczyzny (DCC,D,) i ptaszczyzny przekroju (PQR). W szczegdlnosci punkt 

X, lezy na ptaszczyznie (PQR). 

Przyktad 3. 

Na rysunku przedstawiony jest szescian ABCDA,B,C,D,, punkty P, Q, R lezqa od- 

powiednio na krawedziach tego szescianu. Skonstruujemy przekroj szescianu 

ABCDA,B,C,D, ptaszczyznq (PQR). 

D, R G 

A, 

A B 

D, \R C, Opis konstrukcji: 

e Wyznaczamy punkt przeciecia prostych 

A, B QRi CD (te proste lezqa na ptaszczyznie 

Q (DCC,D,)). Otrzymujemy punktx,. 

NS e Przez punkt X, prowadzimy prosta row- 

Ke De Jas nolegta do prostej PR. Prosta przecho- 
b Y dzaca przez punkt X, lezy na ptaszczyznie 

Aa ‘ (ABCD) i przecina krawedzie BC i AB odpo- 
iy x; fe wiednio w punktach X, i X; oraz prosta AD 

w punkcie X,. 

¢ Punkty X,iPlezqanaptaszczyznie (ADD,A,), 

jak i prosta AA,. Prowadzimy prosta X,P, 

ktora przecina krawedz AA, w punkcie Xz. 

¢ Szesciokat QRPX.X,X, jest szukanym prze- 
krojem. 

Wykaz, ze powyzsza konstrukcja jest poprawna. 
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Przyktad 4. 

Na rysunku ponizej przedstawiony jest ostrostup czworokatny ABCDW. Punkt P 
lezy na ptaszczyznie (ADW), punkt Q lezy na ptaszczyznie (ABCD), punkt R lezy na 
prostej DC. Skonstruujemy przekr6j ostrostupa ABCDW ptaszczyzna (PQR). 

Ww 

Ck 

B 

Opis konstrukcji: 

e Punkty Qi R leza w ptaszczyznie (ABCD). 

Prowadzimy prosta QR, ktora przecina 

krawedzie BC i AB odpowiednio w punk- 

tach X, i X,, a prosta AD w punkcie X,. 

e Punkty X, iP lezqa na ptaszczyznie (ADW). 

Prowadzimy prosta XP, ktora przecina 

krawedzie AW i DW w punktach X, iX.. 

¢ Punkty xX, iR leza w plaszczyznie (DCW). 

Prowadzimy prosta X.R, ktéra przecina 

krawedz CW w punkcie X,. 
Pieciokat X,X.X,X,X, jest szukanym prze- 

krojem. 

Wykaz, ze powyzsza konstrukcja jest poprawna. 

SprawdzZ, czy rozumiesz 
D, P. , 

1. Rysunek obok przedstawia szescian Q 

ADCDA,B,C,D,. Punkty P, Q naleza odpowiednio 4, é 

do krawedzi C,D, i A,D,. Przerysuj rysunek do ze- 1 

szytu i skonstruuj przekr6oj szeScianu ptaszczyzna 

(PQB). D 
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Przekroje wieloscianéw - zadania 

Przyktad | 1. 

Szescian ABCDA,B,C,D, przecieto ptaszczyzna przechodzaca przez punkty A,, B, C,. 

Obliczymy pole otrzymanego przekroju, wiedzac, ze krawedz szeScianu ma dtugos¢ 

V8 cm. 

Szukanym przekrojem jest tréjkat rownoboczny A,BC, (kazdy bok trdjkata jest 

rowny przekatnej Sciany szescianu). Obliczamy dtugosé boku a tego trojkata (ko- 

rzystamy ze wzoru na przekatng kwadratu). 

a= 2-V8 = 16 =4 (cm) 

Wyznaczamy pole P tréjkata rownobocznego A,BC,. 

a3 
Ci —— 

4 

wiec 

2 

je = = 4/3 (cm?) 

Pole przekroju jest rowne 4/3 cm2. 

Przyktad 2. 

Dany jest prostopadtoscian ABCDA,B,C,D,, kt6rego podstawa ABCD jest kwadratem. 

Przez punkty A, C,, E£, F, gdzie E i F sq odpowiednio Srodkami krawedzi BB, i DD,, 
poprowadzono ptaszczyzne przekroju (zobacz rysunek ponizej). Wykazemy, ze: 
a) przekrojem prostopadtoscianu jest romb, 

b) cos a = tg y, gdzie a jest miara kata nachylenia ptaszczyzny przekroju do ptasz- 
czyzny podstawy, a 2y jest miara kata ostrego rombu. 
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Ad a) Zauwazmy, ze ptaszczyzna przekroju przecina cztery Sciany boczne. Ptasz- 
czyzny (ABB,A,) i (DCC,D,) sa rownolegte, wiec krawedzie przeciecia z plaszczyzna 

przekroju (AEC,F) tez sq rownolegte (zobacz twierdzenie 6. ze str. 351). Zatem 

AE || FC, 

Rozumujac podobnie, otrzymujemy, ze 

API EC; 

Tak wiec przekr6oj AEC,F jest rownolegtobokiem. 

Rozpatrzmy dwa kolejne boki tego rownolegtoboku, np. AF i EC,. Pokazemy, ze maja 

takq sama dtugosé. Wiemy, ze 

|AB| =|B,C,| - podstawa prostopadtoscianu jest kwadrat 

|BE| = |B,E| - punkt E£ jest srodkiem krawedzi BB, 

ABE =| 4Eb,C,|— 90, 

stad (na podstawie cechy bkb przystawania tréjkatéw) 

AABE = AC,B,E, a zatem 

|AE| = |EC,| 

Czworokat AEC,F jest rownolegtobokiem, kt6rego dwa kolejne boki maja réwna 

dtugosé¢, a wiec jest rombem. 

Ad b) W naszym przypadku kat nachylenia ptaszczyzny przekroju do ptaszczyzny 

podstawy jest katem miedzy przekatna prostopadtoscianu a przekatna podstawy 

prostopadtoscianu (zobacz rysunek powyzej), tak wiec 

CAG =, zatem 

|AC| cos @ = —— 
|AC,| 

Oznaczmy punkt przeciecia przekatnych rombu przez O. Przekatne rombu dziela 

jego katy wewnetrzne na potowy, zatem 

|tOAE| =y 
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1 1 1 - : = |AC 
Diels ean ie ee 1 1 1 AC a0) SIG) 5 IAG) SIAC Peo 

co konczy dowdd. 

Przyktad 3: 

Dany jest szescian ABCDA,B,C,D,, ktory przecieto ptaszczyznq przechodzacq przez 

punkty D, B, E, F, gdzie punkty E i F sa odpowiednio Srodkami krawedzi B,C, oraz 

C,D, (zobacz rysunki ponizej). Krawedz szes$cianu ma dtugos¢ 2V2 cm. 

a) Obliczymy obwéd przekroju DBEF. 

b) Wykazemy, ze przekatne czworokata DBEF sq prostopadte. 

D, le C; Ay D, 

Arb 

A 

Ad a) Plaszczyzna przekroju przecina cztery Sciany szescianu, z ktorych dwie - 

ptaszczyzny (ABCD) i (A,B,C,D,) - sa rownolegte. Zatem odcinki BD i EF sa rowno- 

legte. Tak wiec przekr6oj DBEF jest trapezem. Jest to trapez rownoramienny (uza- 

sadnij to doktadniej). 

Obliczamy dtugos¢ dtuzszej podstawy trapezu DBEF (korzystamy ze wzoru na 

przekatng kwadratu). 

|BD| = V2 |AB| 

|BD| =V2 - 2V2 =4 (cm) 
Obliczamy dtugos¢ krétszej podstawy trapezu DBEF (korzystamy z twierdzenia 

o odcinku taczacym Srodki bokéw trdjkata D,B,C,). 

1 
|FE|= — |D,B,|, gdzie |D,B,| =|DB| = 4 cm 

PE) = 2°cm 

Wyznaczamy dtugos¢ ramienia BE trapezu DBEF. W tym celu rozpatrzmy trojkat 
prostokatny BEB,. 
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B, E  Mamy: 

|BB,| = 2V2 (cm) 
1 1 

1B, E|= > |BB,|= 5 2v2 = 2 (cm) 

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata BEB, obliczamy dtugosé 

odcinka BE. 

|BE|’ = |BB,)? + |B,E\’ 

BE? =(2V2)° + (V2)? 

\BE| = V10 (cm) 

Obliczamy obwdd trapezu DBEF. 

Obw = |BD| + 2 - |BE| + |FE| 

Obw=4+2-J10 +2=6+2410 (cm) 

Obwéd trapezu DBEF jest rowny (6 a 210) cm. 

Ad b) Naszkicujmy trapez DBEF. Niech przekatne tego trapezu przecinaja sie 

w punkcie O, a odcinek EG bedzie wysokoSciag trapezu. 

E Obliczamy |EG|. Mamy 

|GB|= Ne (uzasadnij to), wiec 

as \GB|= as =1 (cm) 

Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata pro- 

stokatnego GBE otrzymujemy: 

Z| |EG|? = |BE|’ — |GB|? 

D G Bo \gG? =(V10)°-12=9 
(EG (cm) 

Obliczamy |DG\. 

|DG| = |DB| — |GB| 

|DG| = 4-—1=3 (cm) 

Poniewaz |EG| = |DG| = 3 cm, wiec trojkat DGE jest trojkatem prostokatnym rowno- 

ramiennym, 

|{EDG| = 45° 

Podobnie mozna pokaza¢, ze 

|{DBF| = 45° 

Zatem trojkat DBO jest trojkqatem rownoramiennym, w ktorym katy rowne maja po 

45°. Trzeci kat (DOB) jest wiec katem prostym, a to znaczy, ze przekatne trapezu 

DBEF przecinaja sie pod katem prostym. 
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Przyktad 4. 

Szescian ABCDA,B,C,D, przecieto ptaszczyzna przechodzaca przez punkty D,, E, G, 

gdzie E i G sq odpowiednio Srodkami krawedzi AA, i DC. Wykazemy, ze: 

a) otrzymany przekr6j D,EFG jest trapezem, w ktérym dtuzsza podstawa ma taka 

dtugos¢ jak dtuzsze ramie 

b) przekatna GE zawiera sie w dwusiecznej kata FED,. 

A, Y/N D, 

E Et 
C LP 

S | Z as 2 pe Y F 

Ad a) Ptaszczyzna przekroju przecina dwie rownolegte Sciany szeScianu (ABB,A, 

i DCC,D,), zatem otrzymane w wyniku przeciecia odcinki EF i D,G sa do siebie row- 

nolegte: 

EF || D,G 

Czworokat EFGD, jest wiec trapezem. Latwo stwierdzi¢, ze 

IEF) <|D,G| 1 |FGl< |ED,| 

Wykazemy, ze |D,G| = |ED,|. Rozpatrzmy dwa tréjkaty DGD, i D,EA,. Mamy 

|DG| = |EA,| i |DD,|=|D,A,| oraz |4D,DG|=|<4D,A,E|=90° 

Zatem z cechy bkb przystawania tréjkat6w 

A DGD,= A D,EA,, skad 

|D,G| =|ED,| 

Ad b) Naszkicujmy trapez D,EFG wraz z przekatna GE. W punkcie a) wykazalismy, 

Ze D5 G\ = ED, |. 

Z tego wynika, ze trdjkat GD,E jest trojkatem rowno- 

ramiennym, zatem ma rowne katy przy podstawie, 

(cl) <D,GE| =|<GED,| 

Z twierdzenia 0 dwoch prostych rownolegtych 

(pr. GD, || pr. FE) przecietych trzecia prosta (pr. GE) 

wynika, ze 

(2) <D,GE| = |<GEF| 

D, 4punktow (1) i (2) otrzymujemy 

<GED,| = |<GEF| 

A to znaczy, ze przekatna GE zawiera sie w dwusiecznej kata FED,. 

G 
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Na koniec tego tematu przedstawimy jeszcze dwa przekroje szescianu. W pierw- 
szym przypadku przekrojem jest pieciokat AEFGH. 

413 

W drugim przypadku przekrojem szescianu jest szesciokat foremny EFGHIK. 
Tu punkty: £, F, G, H, I, K sa Srodkami odpowiednich krawedzi. 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

Is 

Oo 

Czy przekrojem szescianu moze by¢ trojkat rownoramienny (nier6wnobocz- 

‘ny) oraz tréjkat r6znoboczny? Jesli tak - wykonaj odpowiednie rysunki. 

Czy przekrojem prostopadtoscianu moze by¢ prostokat nieprzystajacy do 

zadnej ze Scian? Odpowiedz uzasadnij. 

Przekrojem szeSscianu jest szeSciokat foremny (zobacz rysunki powyze)). 

Wiedzac, ze krawedz szescianu ma dtugos¢ 6,/2 cm, oblicz obw6d i pole tego 

szesciokata. 

Przekrojem szeScianu jest pieciokat AEFGH (zobacz rysunki u gory strony). 

Wiedzac, ze punkt H jest srodkiem krawedzi DD,, a punkt F - srodkiem kra- 

wedzi B,C,, oblicz, w jakim stosunku punkt G dzieli krawedz D,C, a w jakim 

- punkt E dzieli krawedz BB.,. 

Wykaz, ze przekrojem szescianu nie moze by€ pieciokat foremny. 
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Bryly obrotowe. 
Pole powierzchni bryt obrotowych 

W tym temacie przypomnimy i uzupetnimy Twoje wiadomosci dotyczace walca, 

stozka i kuli. 

Walec 

Walcem nazywamy figure geometryczngq otrzymangq przez obrot prostokata wokot 

prostej zawierajqcej jego bok. 
c 

Kc > 

,Ac= 

Prosta, wok6t ktorej obracamy prostokat, nazywamy osia obrotu walca. Boki pro- 

stokata prostopadte do osi obrotu zakreSlaja dwa kota, kt6re nazywamy podstawa- 

mi walca. Bok prostokata r6wnolegty do osi obrotu i do niej nienalezacy zakresla 

powierzchnie boczna walca. Kazdy odcinek zawarty w powierzchni bocznej wal- 

ca, kt6rego konce naleza do podstaw, nazywamy tworzaca walca. Powierzchnia 

boczna walca wraz z dwiema podstawami tworzy powierzchnie catkowita walca. 

WysokoScia walca nazywamy kazdy odcinek (a takze jego dtugos¢), kt6rego kon- 

ce lezq w ptaszczyznach zawierajacych podstawy i ktory jest prostopadty do tych 

ptaszczyzn. W szczegolnosci kazda tworzaca walca jest jego wysokoscia. 

Przyktad 1. 

WysokoSsé walca jest rowna 32 cm, a promien podstawy - 13 cm. Wierzchotki pro- 

stokata, ktérego stosunek dtugoSci bokdéw jest rowny 1 : 4, naleza do okregéw pod- 

staw walca (po dwa do kazdego okregu). Obliczymy pole tego prostokata. 

Zauwazmy najpierw, ze mozliwe sq dwa potozenia prostokata. 

b) C 

D, A 

Os walca moze nie przebija¢ prostokata (rys. a) lub moze go przebija¢ (rys. b). 
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| przypadek 

Dtuzszy bok prostokata ABCD ma dtugoéé 32 cm (tak jak wysokosé walca). Zatem 
krotszy bok ma dtugosé 

32:4=8 (cm) 

Obliczamy pole prostokata ABCD. 

52a —= 256 (cm) 

Il przypadek 

Przyjmijmy oznaczenia: 

|AB| =x, |AD| = 4x (wtedy, oczywiscie, x > 0) 

Stad pole prostokata ABCD jest rowne 

4x? 

Rozpatrzmy rzut prostokatny prostokata ABCD na dolna ptaszczyzne podstawy. 

Otrzymujemy woéwczas prostokat ABC,D, (uzasadnij to doktadnie). Zatem odcinek 

D,B jest Srednica podstawy. 

ID, B| = 26cm 

Ponadto mamy 

DDE DB, 

wiec tréjkat DD,B jest prostokatny. Stosujemy do niego twierdzenie Pitagorasa i ob- 

liczamy |DB)?. 

|DB|? = |DD, |? + |D, Bi? 

IDBi-=— 327-267 

|DB|?= 1700 

Trojkat ABD jest tréjkatem prostokatnym, wiec na mocy twierdzenia Pitagorasa 

prawdziwa jest rownosc: 

|AD|? + |AB\? = |DB|’, skad 

16x? + x*=1700 

x? = 100 
Obliczamy pole prostokata ABCD. 

4-100 =400 (cm?) 

Pole prostokata jest rowne 256 cm? lub 400 cm’. 

Przekr6j walca to czes¢ wwspolna tego walca i dowolnej ptaszczyzny. Przekr6oj osio- 

wy walca to przekr6j plaszczyznqa zawierajacq oS obrotu walca. Przekroj osiowy 

walca jest prostokatem, ktérego jednym bokiem jest srednica podstawy, a drugim 

- wysokos¢ walca. 
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Oto rozwiniecie powierzchni walca 0 promieniu podstawy ri wysokoSci h na ptasz- 

czyznie. 

27r 

Powierzchnia boczna po rozwinieciu na ptaszczyzne jest prostokatem, ktérego je- 

den bok ma dtugos¢ rowna obwodowi podstawy (277), a drugi - ma taka sama dtu- 

gos¢ jak wysokosé walca (h). ; 

Twierdzenie 1. 
Pole powierzchni bocznej P,, walca okresla wz6r 

Pea 2ar oh 

pole podstawy P,, 

Pj= nr 

pole powierzchni catkowitej P.. 

P.=2nr-h+2nr? 

P.=2ar(h+r), 

gdzie r jest promieniem podstawy, h - wysokoscig walca. 

Przyktad Zi 

Powierzchnia boczna walca po rozwinieciu na ptaszczyzne jest kwadratem o polu 

64 cm’. Obliczymy pole podstawy tego walca. Wynik podamy z doktadnoscia do 
0,01 cm?. 

64 cm? 

| 2ar 
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Oznaczmy przez r promien podstawy walca, a przez h - jego wysokosé. Poniewaz 
pole powierzchni bocznej jest rowne 64 cm? i powierzchnia ta jest kwadratem, wiec 
bok tego kwadratu ma dtugosé 8 cm. 

Obliczamy promien podstawy. 

Dia Gee) 2 

—— 
Tt 

Obliczamy pole podstawy Pe 

Pi= mr? 
2 

Poin (=) ee ~ 5,09 (cm?) 
T 

Pole podstawy walca jest rowne w przyblizeniu 5,09 cm. 

Stozek 

Stozkiem nazywamy figure geometryczna, kt6ra powstaje w wyniku obrotu tréjka- 

ta prostokatnego wok6t prostej zawierajqacej przyprostokatna tego trojkata. 

Prosta, wokot ktérej obracamy trdjkat, nazywamy osia obrotu stozka. Przyprosto- 

katna prostopadta do osi obrotu zakresla koto, kt6re nazywamy podstawa stoz- 

ka. Przeciwprostokatna zakresla powierzchnie boczna stozka. Podstawa stozka 

i powierzchnia boczna stozka tworza powierzchnie catkowita stozka. Wspolny 

koniec przeciwprostokatnej i przyprostokatnej zawartej w osi obrotu nazywamy 

wierzchotkiem stozka. Kazdy odcinek, kt6rego jednym koncem jest wierzchotek 

stozka, a drugim - dowolny punkt okregu podstawy, nazywamy tworzaca stozka. 

WysokoSscia stozka nazywamy odcinek (a takze jego dtugosc), ktorego jednym 

konicem jest wierzchotek stozka, a drugim - rzut prostokatny wierzchotka na ptasz- 

czyzne podstawy. 

Przekr6j stozka jest to czes¢ wspolna danej ptaszczyzny i tego stozka. Przekr6j stoz- 

ka plaszczyznqa zawierajacq jego os obrotu nazywamy przekrojem osiowym stoz- 

ka. Przekr6j osiowy stozka jest tréjkqatem rownoramiennym. Kat miedzy ramiona- 

mi tego tréjkata nazywamy katem rozwarcia stozka. 
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Rysunek ponizej przedstawia rozwiniecie powierzchni stozka na ptaszczyznie. 

l 

Powierzchnia boczna stozka po rozwinieciu na ptaszczyzne jest wycinkiem kota. 

Twierdzenie 2. 

Pole powierzchni bocznej P,, stozka wyraza sie wzorem 

P,=n-r-l 

pole podstawy P,, 

Pi=T1- i 

pole powierzchni catkowitej P. 

P.= trl + nr? 

P=ar{i+r), 

gdzie r jest promieniem podstawy stozka, | —- dtugoscia tworzacej. 

Przyktad 3. 

Nalezy pokry¢é miedziana blacha dach majacy ksztatt stozka, ktorego wysokoS¢ jest 

rowna 10 m, a promien podstawy ma dtugos¢ 7,5 m. Ile blachy miedzianej nalezy 

przygotowac, jesli 10% catej ilosci przeznaczyé trzeba na taczenia? Wynik podamy 

z doktadnoscia do 0,01 m?. 

Niech stozek na rysunku ponizej przedstawia dach, ktorego dotyczy zadanie, odci- 

nek OW jest wysokoscia stozka, odcinek OA jest promieniem podstawy. 

W Mamy dane: 

OW) =10 m 

|OA| = 7,5 m 
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Obliczamy dtugos¢ tworzacej stozka, stosujac twierdzenie Pitagorasa do tréjkata 
prostokatnego WOA, i otrzymujemy 

|WA| = 12,5 (m) 

Wyznaczamy pole powierzchni bocznej P, stozka. 

P,=T - |OA| - |WA| 

Pein? 32,5 93,7 57)( m7) 

Powierzchnia boczna stozka stanowi 90% potrzebnej blachy miedzianej. Niech x 

oznacza pole powierzchni blachy miedzianej. Wowczas 

D0Lax — 93,797 

937 5h 
x—— ~ 327,2396 (m’) 

Na pokrycie dachu potrzeba 327,24 m? blachy miedzianej. 

Przyktad 4. 

Kartke w ksztatcie pétkola zwinieto tak, ze otrzymano model powierzchni bocznej 

stozka. Wyznaczymy kat rozwarcia tego stozka. 

Niech rysunek ponizej przedstawia potkole przed ,,zwinieciem’ i po ,,zwinieciu’. 

l 

2mr 

Oznaczmy przez r promien podstawy stozka, przez / - promien kota, z ktorego ,,od- 

cieto” pdtkole. Po ,zwinieciu” pdtkola otrzymujemy powierzchnie boczng stozka, 

ktorego tworzaca ma dtugos¢ I. 
Obliczamy dtugos¢ tuku zaznaczonego na rysunku kolorem. 

Z jednej strony jest to potowa dtugosci okregu o promieniu /, z drugiej natomiast 

jest to obwdd kota 0 promieniu r. Mamy wiec: 

L ao Dag = aaa. 
Z 

skad 

l= Ap 

Zatem érednica podstawy stozka ma dtugos¢ /. Przekr6j osiowy tego stozka jest 

wiec trojkatem r6wnobocznym, czyli kat rozwarcia stozka (<a) ma miare 60°. 

419 
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Przyktad 5. 

Tworzaca stozka ma dtugosé 10, a wysokoSs¢ stozka jest rowna 5. Rozpatrujemy 

przekroje stozka ptaszczyzna przechodzaca przez jego wierzchotek. Wyznaczymy 

najwiekszy obwdd i najwieksze pole otrzymanego przekroju. 

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku ponizej. 

W 

ee 

Mamy: 

Wo|=5  |WA|=|WA,|=|WA,|=10 | 
Przekrojem stozka ptaszczyzna przechodzaca przez jego wierzchotek moze byé 

punkt, odcinek lub tréjkat. Zajmiemy sie przekrojami, ktore sq trojkatami. Kazdy 

z takich tréjkatéw jest rownoramienny, a ramiona sa tworzacymi stozka. Zatem naj- 

wiekszy obwod bedzie miat ten trdjkat, ktory ma najdtuzszqa podstawe. Oczywiscie 

jest to przekr6j osiowy stozka - na rysunku trdjkat A,A,W. Latwo obliczyé, ze 

A,A,| = 10V3 
Wyznaczamy obwdd trdéjkata A,A,W. 

|A,A.| +|4,W]+|4,W] = 10V3 +10 +10 =10(V3 +2) 
Wyznaczamy najwieksze pole otrzymanego przekroju. Pole P trojkata mozna obli- 

czy¢, postugujac sie wzorem 

1 
P=—a-b-siny, , " 

gdzie a, b sa dtugosciami bokéw trdjkata, y - miara kata miedzy nimi. W naszym 

przypadku mozemy przyja¢ a=b=10.Mamy wiec: 

P=s0iesiny 

Kat y przyjmuje wartosci od zera do wartosci rownej katowi rozwarcia stozka. 

W naszym przypadku mamy: 

y € (0°, 120°) 

(zauwaz, ze np. trojkat A,OW jest ,potowa” trojkata rownobocznego, wiec 

|t0A,W] = 60°). 

Zatem najwieksza wartos¢ sin y jest rowna 1 (przyjmowana wtedy, gdy y = 90°). 

Najwiekszy obwod - rowny 10(V3 - 2) - ma przekr6j osiowy stozka, natomiast naj- 
wieksze pole - rowne 50 - ma przekr6j stozka, w ktorym tworzace sq prostopadie. 



Kula i sfera 

Sfera o Srodku w punkcie Oi promieniu r, r > 0, nazywamy zbidr punktow prze- 

strzeni, ktorych odlegtosé od punktu O jest rowna r. Taka sfere oznaczamy s(0, r). 

Kula o srodku w punkcie O i promieniu r, r > 0, nazywamy zbiér punktéw prze- 

Bryty obrotowe. Pole powierzchni bryt obrotowych 421 

strzeni, ktorych odlegtos¢ od punktu 0 jest nie wieksza niz r. Taka kule oznaczamy 
k(0, r). 

UWAGA: Sfere i kule mozna tez otrzyma¢é w wyniku obrotu pewnej figury F wok6t 

pewnej prostej /. 

F - potokrag F - potkole 

Rozpatrzymy wzajemne potozenie sfery (kuli) i ptaszczyzny. 

a) 
ze sferg (z kula). 

sfery (kuli). 

sfery (kuli). 

Ptaszczyzna nie ma punktow wspdolnych 

Odlegtos¢é d srodka O sfery (kuli) od 

he ptaszczyzny jest wieksza niz promien r 

Plaszczyzna ma tylko jeden punkt 

wspOlny ze sferg (z kula) - plaszczyzna 

jest styczna do sfery (kuli). 

Odlegtosé d srodka O sfery (kuli) od 

ptaszczyzny jest rowna promieniowi r 

Promien poprowadzony do punktu 

stycznosci jest prostopadty do plaszczy- 

zny stycznej. 
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Plaszczyzna ma _nieskonczenie wiele 

punktéw wspolnych ze sferqa (z kula) - 

ptaszczyzna przecina sfere (kule). 

Odlegtosé d Srodka O sfery (kuli) od 

ptaszczyzny jest mniejsza niz promien r 

sfery (Kuli). 

W przypadku c) czescia wspolna sfery (kuli) i ptaszczyzny jest okrag (koto) o pro- 

mieniu Vr° —d’. Jesli do ptaszczyzny nalezy punkt O, to taki przekréj nazywamy 

okregiem wielkim sfery (kotem wielkim kuli). Okrag wielki (koto wielkie) ma 

taki sam promien jak sfera (kula). 

Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie. 

Twierdzenie 3. 

Jesli w przestrzeni dwa okregi lezace w roznych ptaszczyznach maja dwa punkty 

wspOlne, to istnieje tylko jedna sfera zawierajaca te okregi. 

Przyktad 6. 

Na sferze 0 promieniu 513 cm sq dwa okregi 0, i 0, zawierajace sie w ptaszczy- 

znach prostopadtych. Wspolna cieciwa AB tych okregow ma dtugosé 16 cm. Odle- 

gtos¢ srodka O sfery od Srodka O, okregu o, jest rowna 6 cm. Obliczymy promienie 

r, ir, okreg6éw 0, i 0). 

Niech rysunek obok ilustruje sytuacje opisana 

w zadaniu. 

R-promien sfery 

R= 513 (cm) 

Punkt S jest Srodkiem odcinka AB, wiec 

E 
|AS| = . |AB| = 8 (cm) 

Poniewaz ptaszczyzny zawierajace okregi sa 

prostopadte, wiec 

|SO,| = |0,O}, 

zatem 

\SO,| = 6 (cm) 
Obliczamy r,, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do tréjkata pro- 
stokatnego SAQO,. 

|AO,|? = |SO,|* + |AS|? 

f= 6485 skad P= 10) (em) 
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Obliczamy r,, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do trojkata pro- 
stokatnego 0, 0A. 

|AO|? = |AO, |? + |0,0/? 
2: 

(sv13) =n +6, skad r;=17 (cm) 

Promienie r, ir, sa odpowiednio rowne 17 cmi 10 cm. 

Kula jest wpisana w wieloscian (wieloscian jest opisany na kuli) wtedy i tylko 

wtedy, gdy jest styczna do kazdej Sciany wieloscianu. Natomiast kula jest opisana 

na wieloscianie (wieloscian jest wpisany w kule) wtedy i tylko wtedy, gdy wszyst- 

kie wierzchotki wieloscianu naleza do sfery wyznaczajacej dana kule. 

Przyktad 7. 
Pe 

W szescian, kt6rego krawedz ma dlugosé a, mozna wpisa¢ kule 0 promieniu 

Srodkiem tej kuli jest punkt O przeciecia przekatnych szescianu. Punkt O jest tez 

srodkiem kuli opisanej na tym szescianie. Promien tej kuli jest rowny potowie dtu- 

av/3 
gosci przekatnej szescianu, czyli aoe 

Przyktad | 8. 

Wykazemy, ze w czworoscianie foremnym (czyli w czworoScianie, w ktérym wszyst- 

kie Sciany sq identycznymi tréjkatami rownobocznymi) wysokoSci przecinaja sie 

w jednym punkcie, ktory jest srodkiem kuli wpisanej w czworoSscian i Srodkiem kuli 

opisanej na tym czworoSscianie. Wyznaczymy promienie tych kul (w zaleznosci od 

dtugosci a krawedzi). 

Wprowadzmy oznaczenia jak na rysunku ponize)j. 

D Prowadzimy wysokosé DS,. Tréjkaty AS,D, 

BS,D i CS,D sa parami przystajace (sq to 

tréjkaty prostokatne, majace wspdlna 

przyprostokgtng i réwne_ przeciwprosto- 

katne). Zatem 

|AS,| = |BS,| =|CS,|, czyli 

punkt S, jest rowno odlegly od punktow 

A, B, C. Dla nas jest istotne, ze punkt S, jest 

punktem przeciecia sie Srodkowych. (Pa- 

mietaj - tak jest tylko w przypadku trdjka- 

ta rownobocznego! W ogélnym przypadku 

- punkt réwno odlegty od wierzchotkéw 

trojkata jest punktem przeciecia sie syme- 

tralnych bokow). 
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Prowadzimy druga wysokos¢ (AS,) w czwo- D 
roscianie, punkt EF jest Ssrodkiem krawe- 

dzi BC. Oczywiscie wszystkie wysokosci 

w czworoscianie foremnym sq rowne. Wy- 

sokosci DS, i AS, lezqa w jednej ptaszczyznie 
(AED), zatem przecinaja sie. Punkt przecie- 

LZ cia oznaczmy przez 0. Wykazemy, ze przez 

punkt O przechodza wszystkie wysokosci 

at i punkt O dzieli je w stosunku 3 : 1. 

eee A B 

D Rozwazmy trojkat AED. Punkty S, i S, sa 
punktami przeciecia Srodkowych, wiec 

dziela odpowiednio odcinki AE i DE w sto- 

sunku 2: 1. 
ZX 

PASH. fDS Ae a 
= = —, stad otrzymujemy, ze 

IS,E]  |S,E| 1 
S AD || S,S,,azatem 

2 

|AE| 3  |AD| _|DO| _ |AO 

x ScB|. i Biss) (OS eos 

A 5 3 . E (uzasadnij to doktadnie; wskaz odpowied- 

‘ : nie pary trdjkat6w podobnych). Otrzymali- 

Smy wiec: 

3. . (DO) TAO) 

1 |OS,| |0S,| 

Analogiczne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla dowolnej pary wysokoSci 

czworoscianu foremnego, a to znaczy, ze wszystkie wysokoSci przecinaja sie w jed- 

nym punkcie, ktory dzieli je w stosunku 3 : 1. Mamy ponadto: 

|OA| = |OB| = |OC| = |OD|, 
czyli punkt O jest rowno odlegty od wierzchotkow czworoSscianu, wiec jest Srod- 

kiem kuli opisanej na tym czworoScianie. Latwo tez zauwazyé, ze punkt O jest row- 

no odlegty od wszystkich Scian czworoscianu, jest wiec tez srodkiem kuli wpisanej 

w ten czworoscian. 

Obliczamy promien R kuli opisanej na czworoSscianie foremnym o krawedzi a i pro- 
mien r kuli wpisanej w ten czworoscian. W tym celu obliczamy najpierw wysokos¢ 
czworoscianu. Rozwazmy np. trojkat prostokatny AS,D. Z twierdzenia Pitagorasa 
otrzymujemy zaleznosc: 

|DS,|? ai |AD|? < JAS, |? 
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2 

|DS, |?= 2 _[2_av3 2_ a _ 2at 
: 2 S18 

DS ae zatem 

3 6 Resse r= ips,j- v6 
4 4 4 12 

Promien kuli wpisanej w czworoscian foremny o krawedzi majacej diugosé a jest 

a6 3 av6 ae ane : : ee ; 
rowny Pot a promien kuli opisanej na takim czworoscianie jest rowny ove 

Kula jest wpisana w stozek (stozek jest opisany na kuli) wtedy i tylko wtedy, gdy 

jest styczna do podstawy stozka i kazdej jego tworzacej. Kula jest opisana na stoz- 

ku (stozek jest wpisany w kule) wtedy i tylko wtedy, gdy okrag podstawy stozka 

zawiera Sie w sferze wyznaczajaqcej te kule i wierzchotek stozka nalezy do tej sfery. 

W kazdy stozek mozna wpisac¢ kule i na kazdym stozku mozna opisa¢ kule. 

Przyktad 9. 

Kat rozwarcia stozka jest rowny 30°, tworzaca ma dtugos¢ 10 cm. Wyznaczymy pro- 

mien kuli opisanej na tym stozku. 

Rysunek ponizej przedstawia przekr6j osiowy stozka, ktorego dotyczy zadanie, 

wpisanego w kule. 

C Przekroj ten jest tréjkatem r6wnoramien- 

nym ABC, wpisanym w koto o promieniu 

R. Promien kota jest taki sam jak promien 

kuli. Wiemy, ze 

|<tACB| = 30°, 

| 10 cm zatem 

i 
\ |ABAC| = |<ABQ) = = (180° - 30°) = 75° 

A B 

Obliczamy R. Z twierdzenia sinusOw zastosowanego do trojkata ABC otrzymujemy 

zaleznosc: 

5 
gc IAB skad = = (cm) 
sin A Sia f° 
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Obliczamy: 

sin 75° = sin(45° + 30°) = sin 45° - cos 30° + cos 45° - sin 30° = 

NATE 2 NG NZ 
ae Pi at 4 

5 HEaee 5 5(v6 - V2) (cm) 

4 

Promien kuli opisanej na stozku jest rowny 5(V6 = 2) cm 

Kula jest wpisana w walec (walec jest opisany na kuli) wtedy i tylko wtedy, gdy 

kula jest styczna do dwoch podstaw walca i do kazdej tworzacej walca. Kule mozna 

wpisa¢ w walec tylko wtedy, gdy wysokoS¢ walca jest rowna Srednicy jego podsta- 

wy. Kula jest opisana na walcu (walec jest wpisany w kule) wtedy i tylko wtedy, 

gdy okregi podstaw walca zawieraja sie w sferze wyznaczajacej te kule. Na kazdym 

walcu mozna opisa¢ kule. 

Twierdzenie 4. 

Pole powierzchni P kuli o promieniu r wyraza sie wzorem 

P=4nr 

UWAGA: Powierzchni kuli nie mozna rozcia¢é na takie czesci, ktore mozna by byto 

roztozy¢ na ptaszczyznie. 

Przyktad 10. 

Ptuca dorostego cziowieka zbudowane sq z ok. 300 milionéw pecherzykéw ptuc- 

nych, kazdy o srednicy ok. 0,32 mm. Obliczymy, jakie pole powierzchni maja ptuca, 

przyjmujac zatozenie, ze pecherzyk ptucny jest kuleczkg 0 srednicy 0,32 mm. Odpo- 

wiedz wyrazimy w metrach kwadratowych. 

Obliczamy pole powierzchni P pecherzyka ptucnego. 

P=A4nr’, gdzier = 0,16 mm = 0,00016 m=1,6:10*m 

P=4-n-(1,6-10+)*=10,24-2- 10-8 (m2) 

Obliczamy pole powierzchni ptuc P,,,. 

P,,= 300 000 000 - 10,24-7-10%=3- 108. 10,24-7-10%= 

= 30,72 -1~ 96,51 (m?) 

Pole powierzchni ptuc dorostego cztowieka jest rowne ok. 97 m2. 
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Przvktad 11. 
RS 

Z drewnianego klocka w ksztatcie szescianu o krawedzi majacej dtugos¢ a wytoczo- 
no bryte w ksztatcie kuli 0 srednicy a. Obliczymy, jakim procentem pola powierzch- 
ni drewnianego klocka jest pole powierzchni otrzymanej kuli. Wynik podamy z do- 
ktadnoSscia do dwoch miejsc po przecinku. 

Obliczamy pole powierzchni P,, szescianu. 

Pe Gq 

Obliczamy pole powierzchni P,, kuli. 

ee nae i a 
Promien r kuli jest rowny a oraz 

Pe Agr spi= a wiec 

2 

p.=4n{ 5] Siege 
UL 

427 

Obliczamy, jakim procentem pola powierzchni szescianu jest pole powierzchni kuli. 

P oe 
re eS - E5235" 

Pan Gr a 

Pole powierzchni kuli stanowi ok. 52,36% pola powierzchni szescianu. 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Prostokat 0 bokach majacych dtugosé 3 cm i 4 cm obracamy wokédt jednego 

z bokdéw. Oblicz pole powierzchni catkowitej otrzymanego w ten sposob wal- 

ca. Rozwaz dwa przypadki. 

2. -Pole powierzchni bocznej walca jest rowne P. Wyznacz pole przekroju osio- 

wego tego walca. 

3. Tworzaca stozka ma dtugos¢ 10 cm, a kat rozwarcia stozka jest katem pro- 

stym. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego stozka. 

4. Tworzaca stozka jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod takim katem a, 

ze cos a@ = 0,6. Oblicz miare kata srodkowego wycinka kota bedacego po- 

wierzchnig boczng tego stozka po rozwinieciu na ptaszczyzne. 

5. Oblicz promien kui, jesli: 

a) pole powierzchni kuli jest rowne 367 cm? 

b) pole powierzchni kuli jest o 482 cm* wieksze od pola kota wielkiego tej 

kuli. 
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Objetosé bryt obrotowych 

Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie. 

rnierdzenia 1. 

Objetosé V walca o promieniu podstawy ri wysokosci h wyraza sie wzorem 

h Vere on 

Objetosé walca jest rowna iloczynowi pola podstawy walca i jego wysokoSci. 

Przyktad 1. 

Do naczynia w ksztatcie walca napetnionego czesciowo woda wrzucono kamien, 

kt6ry zanurzyt sie catkowicie. Poziom wody podnidst sie 0 3 cm. Wiedzac, ze pro- 

mien podstawy naczynia ma dtugos¢ 5 cm, wyznaczymy objetos¢ kamienia. 

SS = 

a 

— poziom wody po wrzuceniu kamienia 
h=3 cm| 

-- poziom wody przed wrzuceniem kamienia 

— 

Kamien wypiera wode 0 takiej objetosci, jaka sam ma, dlatego tez objetos¢ V kamie- 

nia jest rowna objetosci walca 0 wysokosci 3 cm i promieniu podstawy 5 cm. 

Van oh, edzier=Sth=3 

Vettes Sear 

Objetos¢é kamienia jest rowna 75x cm®, czyli ok. 235,5 cm’, 

Twierdzenie 2. 

Objetosé V stozka 0 wysokoSci h i promieniu podstawy r wyraza sie wzorem 

Ve enna 
3 

Objetos¢ stozka jest rowna jednej trzeciej objetosci walca o takiej samej wysokoSci 
i takim samym promieniu podstawy, jak dany stozek. 
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Przyktad 2. 
EE 

Trojkat ostrokatny ABC obraca sie wok6t prostej zawierajacej bok BC majacy dtu- 
gos¢ a. Wyznaczymy objetosé otrzymanej bryty w zaleznosci od pola P tréjkata ABC. 

Niech h oznacza wysokos¢ tréjkata ABC opuszczong na bok BC. W wyniku obrotu 

trojkata ABC wok6t prostej BC otrzymujemy bryte, ktéra jest suma dwoch stozk6w 

ztaczonych podstawami. 

aaa se V,, ae brylty. 

Ye = hPicD — nh |BD| = 3 mhP(|CD BD) = sri 

Wyznaczamy pole P tréjkata ABC. 

P= ; ah, zatem 

1 a 

1 1 ea A 4p 
V,= —uh’a=—n =—1 

3 | a oe i 

Zaleznos¢ objetosci V,, otrzymanej bryty obrotowej od pola tréjkata P wyraza sie 

Ag BZ 
wzorem V,==1—. 

3 

Niech b oznacza dtugos¢ odcinka AC i c oznacza dtugos¢ odcinka AB. 

Gdybysmy obracali tr6jkat ABC wok6t prostej zawierajqacej bok AC, a nastepnie wo- 

k6t prostej zawierajacej bok AB i objetosci otrzymanych bryt oznaczyli odpowied- 

nio V,, V,, to otrzymalibySmy zaleznosci: 

Bre ata 
aye “6 

Zaleznosci te oraz zaleznos¢ z przyktadu mozemy zapisa¢ tak: 

a 

4 S 4 4 5 
-A=—T: Veib= ne PV C= ne P Vea a P b a 5 

A zatem objetosci bryt, otrzymanych przez kolejne obroty trojkata ABC wokot pro- 

stych zawierajacych boki tego trojkata sa odwrotnie proporcjonalne do dtugosci 

tych bokow. 
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Twierdzenie 3. 

Objetos¢ V kuli o promieniu r wyraza sie wzorem 

bd 
Przyktad Sie 

Pole powierzchni kuli K, jest 9 razy wieksze od pola powierzchni kuli K,. Ile razy 

objetos¢ kuli K, jest wieksza od objetosci kuli K,? 

4 
V=—2r 

Przyjmijmy oznaczenia: 

R-promien kuli K, | r- promien kuli K, 

Pole powierzchni P, kuli K, przedstawia wzor: 

P, =4nR? 

Pole powierzchni P, kuli K, wyraza sie wzorem: 

P, = 4nr’ 

Z warunk6ow zadania wynika, ze 

P, =9P., wiec 

4nR* =9 - 4nr’, skad otrzymujemy 

R=3r 

Wyznaczamy objetosé V, kuli K, i objetos¢ V, kuli K3. 

4 4 | 
V,= = - aR? = — -x(3r)? =360r° Be ase mr, zatem 

3 3 3 

V, _ 36nr 97 

a: pre 

3 

Objetos¢ kuli K, jest 27 razy wieksza od objetosci kuli K,. 

Przyktad 4. 

Do misy w ksztatcie potsfery wtozono cztery jednakowe pomarancze. Gdy mise 
przykryto ptaska pokrywka, okazato sie, ze kazda pomararicza dotyka pokrywki. 
Srednica misy jest rowna 24 cm. Obliczymy, jaka objetosé (z doktadnoécia do 1 cm?) 
ma kazda z pomaranczy. 



Objetosé bryt obrotowych AS 

Zatozmy, ze pomarancze beda reprezentowane przez 

cztery przystajace kule, kazda o promieniu r, a misa 

- przez potowe sfery 0 promieniu 12 cm (R = 12 cm). 
( : Niech punkt O bedzie Srodkiem sfery, a punkty 0O,, 0,, 03, 
a io O, beda Srodkami przystajacych kul. Punkty te wyzna- 

Nef czajqa kwadrat, ktérego przekatna 0,0, ma diugos¢ 2rV2, 

|0,0,| = 2rv2 

Narysujemy przekr6j pdélsfery ptaszczyznq przechodzaca przez punkty O,, 0, pro- 

stopadta do ptaszczyzny (0,0,0,0,). 

Niech punkt S bedzie punktem stycznosci kuli o srodku 

0, z plaszczyznq zawierajacq okrag wielki sfery. Mamy 

WOWCZasS: 

il 
[S0|= 5 |0,0,|=rv2 

Na podstawie twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do trdéjkata prostokatnego 

0,0S wyznaczamy dtugos¢ odcinka O0,. 

\00,| =r-V3 
Z punktu O (przez punkt O,) prowadzimy promien R. 

Rew 5100>\, czyil R=r+rv3 

Wyznaczamy promien kuli r. 

R=r(V3 +1) 

a Von 

12( V3 - 1) 

(v3 oF 1}(/3 = 1) 

R 
= 6(V/3 = 1) (cm). ieee (Cin) pe zZatetniey = 

Obliczamy objetosc V kuli. 

Voce Snr, wiec V= on -63- (V3 — ‘Mp ~ 355 (cm?) 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1; Objetosé walca wynosi 45 cm, a pole powierzchni bocznej jest rowne 30 cm’. 

Oblicz wysokos¢ tego walca. 

. Oblicz objetosé bryty powstatej w wyniku obrotu trojkata prostokatnego 

o przyprostokatnych majacych dtugos¢ 15 cm i 20 cm wokot: 

a) kr6étszej przyprostokatne} b) przeciwprostokatnej. 

. Objetosé kuli K, jest 125 razy wieksza od objetosci kuli K3. Ile razy pole po- 

wierzchni kuli K, jest wieksze od pola powierzchni kuli k,? 
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Zastosowanie analizy matematycznej w rozwia- 

zywaniu zadan z geometrii przestrzenne} 

Przyktad 1. 

Suma dtugosci wszystkich krawedzi podstawy i wysokoSci ostrostupa prawidtowe- 

go tréjkatnego jest rowna 21. Wyznaczymy wzor funkcji opisujacej objetos¢ ostro- 

stupa w zaleznosci od dtugosci krawedzi jego podstawy. Zbadamy przebieg zmien- 

nosci tej funkcji i naszkicujemy jej wykres. 

a - dtugos¢ krawedzi podstawy 

H - wysokoS¢ ostrostupa 

V - objetos¢ ostrostupa 

3a+H=21 

<\ 

a 

Wyznaczamy objetos¢ ostrostupa w zaleznosci od a. Mamy: 

y- tas 
3 4 

1 a’V3 
3 4 

Otrzymujemy wzor funkcji V: 

-H oraz H=3-(7-a) 

V(a)= -3-(7-a) 

Via)= 2 : (a? +742), De (077) 

Badamy przebieg zmiennosci funkcji V. Funkcja V jest ciagta. Obliczamy granice 
funkcji na koncach przedziatu okreslonosci: 

lim V(a) =0 lim V(a) =0 
a0 

Wykres funkcji V nie ma asymptot. Wyznaczamy pochodna funkcji Vi badamy znak 
pochodnej: 

V3 
Vila) = a (3a? +14a) Dae 

2 
V (aS 02SG= a 

V'i(a)>O0 Sae [o, 4) 

V'i(a)<O Sae [az 7| 
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Funkcja V jest rosnaca w przedziale 0 3) i malejaca w przedziale (a 7\, 

2 
Zatem dla argumentu te funkcja objetosci przyjmuje wartos¢ najwieksza, rowng 

[42] _ 343v3 
ae 

Budujemy tabele przebiegu zmiennoSci funkcji V. 

V'(a) + 0 = 

V¢a) ‘ ea ee < 

Szkicujemy wykres funkcji V. 

Przyktad 2. 

Wéréd graniastostupéw prawidtowych czworokatnych o objetosci 8 cm istnieje 

taki, ktory ma najmniejsze pole powierzchni catkowitej. Wyznaczymy dtugosc jego 

krawedzi. 
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6. Geometria przestrzenna 

Podstawa graniastostupa jest kwadrat. 

Wprowadzmy oznaczenia: 

a - dtugos¢ krawedzi podstawy 

H - wysokos¢ graniastostupa 

V - objetosé graniastostupa; V = 8 cm? 
P - pole powierzchni catkowitej graniastostupa 

Ze wzoru na objetos¢ prostopadtoscianu otrzymujemy: 

CoH =, 

stad 

eral 
a 

Wyznaczamy pole powierzchni catkowitej P graniastostupa w zaleznosci od a: 

P=2a? + 4aH=2a7 + 26 
a 

3 

P(a) = ele) D,= (0, +00) 
a 

Funkcja P jest funkcja opisujaca pole powierzchni catkowitej graniastostupow pra- 

widtowych czworokatnych o objetosci 8 (cm’). 

Funkcja P jest ciggta. Wyznaczymy ekstrema lokalne funkcji P. W tym celu oblicza- 

my pochodna: 

6a’ -a—(2a° +32)-1  4a° -32 

a’ a’ 
EG 

Mamy: 

Pidgji=0% 022 

Pi(a)s20 << a e(072) 

P'(a)>0 © ae (2, +0) 

W punkcie 2 funkcja P ma minimum lokalne, rowne P(2). 

Poniewaz funkcja P jest malejaca w przedziale (0, 2) i rosnaca w przedziale (2, +0), 

to P(2) jest wartoscia najmniejszq funkcji P. 

Wyznaczamy wysokos¢ H, jesli a = 2: 

8 

aye 
Wszystkie krawedzie graniastostupa majacego najmniejsze pole powierzchni cat- 
kowitej maja dtugosé 2 cm. 

=2 
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Przyktad 3. 

Dany jest stozek o promieniu podstawy 5 cm i wysokoSci 6 cm. W ten stozek wpi- 

sujemy drugi stozek tak, ze wierzchotek wpisanego stozka lezy w srodku podstawy 

danego stozka, za$ okrag ograniczajacy podstawe stozka wpisanego lezy na po- 

wierzchni bocznej danego stozka (zobacz rysunek ponizej). Jaka najwieksza obje- 

tos¢ moze mie¢ drugi (wpisany) stozek? 

2 
Szkicujemy przekroj osiowy danego stozka i wprowadzamy oznaczenia. 

W |AB| = 10 cm |WS|=6 cm 

r- promien podstawy wpisanego stozka 

h - wysokoSs¢ wpisanego stozka 

V - objetos¢é wpisanego stozka 

V= 2 mrzh 
3 

Zauwazamy, ze trojkaty ABW i DCW sa podobne - cecha (kkk) podobienstwa troj- 

katow. Otrzymujemy: 

. |AB) _ |WS| 

|DC| |WE| 

iM .68 
2r 6-h 

60—10h=12r, stad 

h=6—1,2r, gdzie r € (0,5) 

Wyznaczamy objetosé V(r) stozka wpisanego w dany stozek w zaleznosci od pro- 

mienia r podstawy tego stozka. Otrzymujemy funkcje: 

V(r) = a (har ca) mee) (09) 
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Chcemy wyznaczyé najwieksza wartos¢ tej funkcji. Funkcja V jest ciagta. 

Obliczamy pochodna funkcji V: 

V'(r) = 2ur(-0,6r +2), D7 = (0a) 

10 
YBa 0S r= =. 

Jedynym punktem krytycznym jest ~ Obliczamy wartos¢ funkcji Vw punkcie kry- 

tycznym i granice na koncach przedziatu okreslonosci: 

v[2)- 200x (~ 23,27) 

3 Oe] 

lim V(r) =0 lim V(r) =0 
j ro" r>0° 

Liczba af) on jest najwiekszq wartoscig funkcji V. 
2 

200x 
Stozek wpisany w dany stozek moze mie¢ najwiekszqa objetos¢ rowna cm?. 

Przyktad | 4. 

Rozwazmy ae ostrostup6w prawidtowych czworokatnych, ktorych kazda kra- 

wedz boczna ma diugosé 3 cm. Dowolny ostrostup z tego zbioru przecinamy ptasz- 

czyznq przechodzaca przez Srodki dwoch sasiednich krawedzi podstawy i wierz- 

chotek ostrostupa. Wyznaczymy dtugos¢ krawedzi podstawy tego ostrostupa, dla 

ktorego przekroj dana ptaszczyzna ma najwieksze pole. 

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku ponizej. 

ABCD - kwadrat 0 boku dtugoSsci a, a > 0 

b =3 - dtugos¢ krawedzi bocznych 

WS — wysokoS¢ ostrostupa, |WS| = 

NM - odcinek taczacy srodki krawedzi AB i AD 

1 
Sie EA eH 

Wyznaczamy dtugos¢é odcinkéw NM i ES w zaleznosci od a: 
ae 

|NM| = = |B czyli |NM| = 
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a 
|ES| = 5 As, czyli |ES| = % 

Na re twierdzenia sae aats (dla trojkat6w prostokatnych ESW i SCW) 
otrzymujemy rownosci: 

2 2 

otha 1 —+H? =9, 

z ktorych obliczamy h w zaleznosci od a: 

[72 - 3a’ 
= ae gdzieade (0, 2/6 ) (uzasadnij to!) 

Wyznaczamy pole P przekroju w zaleznoSci od a: 

De a2 7230" 4 
Ze 8 

zatem 

72G =3a - 

P(a) = F 7igea, 7 Ds=(0,2V6) 

Poniewaz funkcja y = ave gdzie t € (0, +c), jest rosnaca, to funkcja P przyjmuje 

wartos¢ najwieksza dla takiego samego argumentu, jak funkcja f(a) = 72a’ — 3a’, 

gdziedaeé (0, 2V6). Funkcja fjest ciagta i r6zniczkowalna. 

Badamy pochodnga funkcji f: 

f (a= 12a(12 - a’), gdzieae (0, 2/6) 

filaj=0 2 [ae {-2v3, 0, 2V3\ nae (0, 2/6) | 

— G=23 

f'(a)>0 eae (0, 23) 

f'(a) <0 = ae (2V3, 26) 

Funkcja f jest rosnaca w przedziale (0, 23) i malejaca w przedziale (23, 26). 

To znaczy, ze dla argumentu RE) funkcja f ma wartos¢ najwieksza, a tym samym 

funkcja P tez w punkcie 23 przyjmuje wartos¢ najwieksza. 

Przekr6j ostrostupa dana ptaszczyznq ma najwieksze pole wowczas, gdy krawedz 

podstawy ostrostupa ma dtugos¢ 2V3 cm. 
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Przyktad 5. 

Na kuli opisujemy stozki. Wykazemy, ze objetos¢ kazdego z tych stozkéw nie jest 

mniejsza niz podwojona objetosé danej kuli. 

4 
Zatozenie: R-promien kuli, V,- objetosé kuli, V,= % mR? 

if 
V - objetosé stozka opisanego na kuli o promieniu R; V= —ar* +h 

r- promien podstawy stozka 3 

h - wysokosé stozka 

8 
Teza: V>2V,, czyliV> z; mR? 

Dowéod: 

Wyznaczymy objetos¢ V w zaleznosci od h. 

Przekrojem osiowym stozka jest tréjkat rownoramienny, a przekrojem osiowym 

kuli - koto wpisane w ten tréjkat. Prowadzimy promien kota do punktu stycznosci 

z ramieniem trdjkata, jak na rysunku ponizej. 

W Na podstawie cechy (kkk) otrzymujemy, ze 

\ AOEW ~ ABAW, stad 

Pe io8|_ we) 
Bey: |AB| |AW| 

\ R |WE| 
\ es ae Meas B (es) ai . 

Stosujemy twierdzenie Pitagorasa do wyznaczenia |WE| w tréjkacie ABW: 

|WE|’ = |OW/? — |OE/’ 

|WE|? = (h— R)? — R? 

|WE| = Vh° —2Rh, gdzie h € (2R, +o) 

Z rownosci (*) wyznaczamy r: 

R_ vh’ —2Rh 
ye hee ca 
R’ h-2R 

eR 
zatem 

es hR° 



Zastosowanie analizy matematycznej w rozwigqzywaniu zadan z geometrii przestrzennej 439 

Otrzymujemy objetos¢ stozka jako funkcje zmiennej h: 

ae ae 
Vial Drak, (h) a oe v=(2R, +0) 

Funkcja V jest ciagta. Szukamy najmniejszej wartosci funkcji V. W tym celu wyzna- 
i he czamy pochodna funkcji V. Utamek ae jest stata, wobec tego 

R* h° —4Rh i) Sy ioe 
3 (h=2R) 

Vihj=0<—4 h=4R 

Obliczamy wartos¢ funkcji V w punkcie krytycznym 4R oraz granice funkcji V na 
koncach przedziatu (2R, + ~): 

ThoeeelOR | 9 Bake 
3 AR -2R 3 

2 

lim V(h)= lim ae. i }-~ 

V(4R) = 

h->2R ho2R*| 3 h—-2R 

2 

lim V(h) = jim Ci eeehde = +00 
h++co h—>+00 3 2R 

ihagee 
h 

Dial ht ATS ne ary eae 8rR? 
Otrzymalismy, ze najmniejszq wartoscig funkcji V jest liczba Pez 

8rR? 
V(h) = sites dlah € D,, zatem 

3 
Vel co konczy dowod. 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Wsroéd stozkéw o tworzacej dtugosci 4 znajduje sie ten, ktory ma najwieksza 

objetos¢. Wyznacz promien podstawy i wysokos¢ tego stozka. Podaj jego ob- 

~ jetosé. 

2. Szynka konserwowa ma by¢ pakowana do puszek w ksztatcie walca 0 pojem- 

nosci 128x cm?. Obliczymy, jakie wymiary powinna mie¢ ta puszka, aby na jej 

wyprodukowanie zuzy¢ jak najmniej blachy. 

3. Rozwazmy zbidr ostrostupéw prawidtowych czworokatnych, kt6rych kazda 

krawedz boczna ma dtugos¢ b. Dowolny ostrostup z tego zbioru przecinamy 

ptaszczyzna zawierajaca krawedz boczng i wysokos¢ bryly. Wykaz, ze kra- 

wedz podstawy tego ostrostupa, ktérego dany przekroj ma pole najwieksze, 

jest rowna b. 

4. Wkule o promieniu 0,510 wpisujemy prostopadtosciany, ktorych pola pod- 

stawy sq rowne 4. Wyznacz wymiary tego prostopadtoscianu, ktory ma naj- 

wieksza objetosc. 
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Skorowidz wazniejszych terminow 

asymptota pionowa 121 

asymptota ukosna 122 

badanie petne 328 

cecha mierzalna 328 

cecha niemierzalna 328 

cecha statystyczna 328 

ciagtos¢ funkcji 112 

ciagtos¢ funkcji w punkcie 107 

ciagtos¢ lewostronna (prawostronna) 

funkcji w punkcie 109 

ciag rozbiezny do minus (plus) nieskon- 

czonosci 80 

ciag zbiezny 76 

diagram czestosci wzglednych 331 

diagram kolumnowy 329 

diagram kotowy 330 

diagram stupkowy 330 

doswiadczenie losowe 288 

drzewo 264, 308 

ekstremum lokalne funkcji 156 

figury jednoktadne 252 

funkcja ciagta 112 

funkcja ciagta w przedziale (domknietym, 

otwartym) 112 

funkcja logarytmiczna 44 

funkcja pochodna funkcji 137 

funkcja wyktadnicza 14 

graniastostup pochyty 372 

graniastostup prawidtowy 373 

graniastostup prosty 372 

granica ciagu 76 

granica funkcji niewtasciwa 100 

granica funkcji w minus (plus) nieskon- 

czonosci 96 

granica funkcji w punkcie 84 

granica funkcji lewostronna (prawostron- 

na) w punkcie 92 

iloraz réznicowy funkcji w punkcie 129 

jednoktadnosé 250 

kat dwuScienny 369 

kat liniowy kata dwusciennego 370 

kat miedzy prosta a ptaszczyznq 368 

kat miedzy wektorami 192 

kat rozwarcia stozka 417 

koto wielkie kuli 422 

kombinacja bez powtorzen 277 

krawedz kata dwusciennego 369 

krawedz przeciecia ptaszczyzn 345 

kula 421 

kula opisana na stozku 425 

kula opisana na walcu 426 

kula opisana na wieloscianie 423 

kula wpisana w stozek 425 

kula wpisana w walec 426 

kula wpisana w wieloscian 423 

liczebnosé préby 328 

logarytm 40 

losowanie bez zwracania 289 

losowanie ze zwracaniem 290 

maksimum lokalne funkcji 155 

minimum lokalne funkcji 155 

mediana 337 

moda 336 

nierOwnosé logarytmiczna 58 

nierOwnos¢é wyktadnicza 30 

objetosé bryty 394 

obserwacja statystyczna 328 

odchylenie standardowe 341 

odlegtosé prostej od ptaszczyzny 363 

odlegtosé punktu od plaszczyzny 362 

okrag wielki sfery 422 

ostrostup 380 

ostrostup prawidtowy 382 

ostrostup prosty 381 

os obrotu stozka 417 

os obrotu walca 414 

otoczenie punktu (lewostronne, prawo- 

stronne) 107 
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ptaszczyzny prostopadte 361 

ptaszczyzny przecinajace sie 345 

ptaszczyzny rownolegte 345 

pochodna funkgji 137 

pochodna funkcji w punkcie 129 

pochodna lewostronna (prawostronna) 

funkcji w punkcie 130 

podstawa ostrostupa 380 

podstawa stozka 417 

podstawa walca 414 

podstawy graniastostupa 372 

populacja generalna 328 

powierzchnia boczna stozka 417 

powierzchnia boczna walca 414 

powierzchnia catkowita stozka 417 

powierzchnia catkowita walca 414 

prawdopodobienstwo 295 

prawdopodobienstwo catkowite (twier- 

dzenie) 318 

prawdopodobienstwo klasyczne (twier- 

dzenie) 300 

prawdopodobienstwo warunkowe 313 

prosta prostopadta do ptaszczyzny 358 

prosta ro6wnolegta do ptaszczyzny 346 

proste skosne 346 

prostopadtoscian 373 

prostopadtos¢ ptaszczyzn 361 

proba z populacji 328 

przekatna wieloscianu 374 

przekr6j osiowy stozka 417 

przekr6oj osiowy walca 415 

przekr6j wieloscianu 404 

przestrzen probabilistyczna 295 

przestrzen zdarzen elementarnych 288 

punkt krytyczny funkcji 157 

punkt nieciagtosci funkcji 107 

reguta dodawania 267 

reguta mnozenia 265 

rownanie kanoniczne okregu 228 

rownanie kierunkowe prostej 198 

rownanie logarytmiczne 52 

rownanie ogolne prostej 202 

rownanie okregu w postaci zreduko- 

wanej 229 

rownanie wyktadnicze 24 

rzut prostokatny na ptaszczyzne 362 

rzut rownolegty punktu na ptasz- 

CAV ZN a2 

sasiedztwo punktu (lewostronne, prawo- 

stronne) 82 

sfera 421 

siatka wieloscianu 390 

silnia 272 

spodek wysokosci ostrostupa 380 

stozek 417 

styczna do wykresu funkcji 145 

szescian 373 

Sciany boczne graniastostupa 372 

Sciany kata dwusciennego 369 

Srednia arytmetyczna z proby 332 

Srednia wazona 333 

tabela liczebnosci 329 

tworzaca stozka 417 

tworzaca walca 414 

walec 414 

wariacja bez powtorzen 271 

Wariacja z powtorzeniami 270 

wWariancja 341 

wektor 186 

wektory przeciwne 188 

wektory rowne 186 

wektory rownolegte 187 

wektor zerowy 186 

wierzchotek ostrostupa 380 

wierzchotek stozka 417 

wysokoS¢ graniastostupa 373 

wysokos¢ ostrostupa 380 

wysokosé walca 414 

zdarzenia niezalezne (dwa) 322 

zdarzenia niezalezne (wiele) 325 

zdarzenie (zdarzenie losowe) 292 

zdarzenie elementarne 288 

zdarzenie niemozliwe 292 

zdarzenie pewne 292 
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Odpowiedzi do zadan 

1. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna 

Potega o wyktadniku rzeczywistym - powtorzenie 

1, 265> 
8 

19 

2. 3% 
By ol KI 

Funkcja wyktadnicza i jej wtasnosci 

it f= (5 f(-0,75) = 4/8 

wel oni i kk 

. a)dodatnia b)ujemna c) ujemna d) dodatnia 

6 

1 1 _ a) (-64, +=) b) (= 25] 

Przeksztatcenia wykresu funkcji wyktadniczej. Rozwiazywanie zadan z zasto- 

sowaniem wykresow funkcji wyktadniczych 

1, a) fy b) Y 

Dn WAWN 

2. a)xe {0,1} b) x € (—00, —2) U (2, +00) 

3. me (—2,0) U (0, 2) 

AN (Xx) = 2"*=4 
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b) g(x) = |27-*— 6}; (0, 2) 

c)m  (-2V2,-2) (2, 2V2) 

Réwnania wyktadnicze 

ih 
als a [ny = C= —1 

ol) x — Os 207 Xa) bx Shy x3 

Baajx—3e “b)x==2 

4. a)x=2 b)x=-1 

Nieréwnosci wyktadnicze 
1. a)xe (-~,-4) _—b) xe (-~0, 8) 

2. a)x e€ (-~, 0) U (2, +0) b)xeR 

3. a)x e (-c, 0) b) x € (—00, 1) 

4. a)x € (-0, 2) b) x € (—2, 0) 

c) x € (3,6, +00) 

c)xe ‘ar i 
Deed, 

Zastosowanie rownan i nierOwnosci wyktadniczych w rozwiazywaniu zadan 
ike EW 

Po, NOEAR 

3 Ee (-Z+2k8, 2+ 2kn), ke € 

4.me [x a 
3 

Logarytm - powtorzenie wiadomosci 

1. —2 

23 
SM = 2D LD = d 

Funkcja logarytmiczna i jej wlasnosci 

yx 

Zaye x, x = (0, +0) 

3 
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3. x € (3, V10 ) U(J10 , +00) 

6. log, 3, log. 6" log.6, log,4, log,3, log,81 
2 

Przeksztatcenia wykresu funkcji logarytmicznej. Rozwiazywanie rownanh, 

nierOwnoSsci oraz uktadow réwnan z zastosowaniem wykresu funkcji logaryt- 

micznej 

ie 
2 

x) =lo x4 1 f(x) P22 

iae% 
2/3 4x 

Wskazowka: f(x) = log,(|x| — 2) 

fe Vs 1 

y=log,x — =" > f(x) =log,(x - 2) ! ) > f(x) = log,(|x| — 2) 
Li 
3. x € (—~, 2) U (6, +00) 

Roéwnania logarytmiczne 
be ies alee 

1 DAE (15. 10} b) x € {3,3+ v2} 

Bd 4, 

D: recy 8) b)x=100 ¢)x=4 dx-o dee {3.3.91 f)x=5 

6. a)x=-4 bi) re {6-3} 

Nieréwnosci logarytmiczne 

iF ajxe(3.3] b) x € (1, 2) U (3, 4) 

DORE (32) 
4 

xeon 1 = 2| 
2 

4. xe fo ;) UA, +0) 

5. x € (0, 3”) 
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Rownania i nieréwnosci logarytmiczno-wyktadniczo-potegowe 

il, See 53 
3 

{4 (oe oo ieee 

3. X € (20, 1) U (2, +00) 

4. x € (0,10) 

Zastosowanie réwnanh i nierownosci logarytmicznych w rozwiazywaniu zadan 

1. x(t, 4) 

Y a A 

3 

2 As iCay y= (c- 2) A x © (2,3) 0) (3,100) Ay = 0} 
1 

= _ 
OL BA ee 

3}. x= +2kn, ke C 

4. x=log3 lub x=log15 

Zastosowanie funkcji wyktadniczej i funkcji logarytmicznej do rozwiazywa- 

nia zadan umieszczonych w kontekscie praktycznym 
1. a) ok. 590 sztuk b) po 14 latach 

2. Elementy analizy matematycznej 

Powtorzenie i uzupeInienie wiadomosSci 0 granicach ciagow 

aod W) 

Obliczanie granic funkcji w punkcie 

2: 
id) 3 eC) 2 he 

1 
2 aj=68 1b) 0) c)-4~ dd) i 

Granice jednostronne funkcji w punkcie 

1 
1. a)O age c)0 d) 6 

Granice funkcji w nieskonczonosci 

Za aliO b) 2 es 

2 ies tn ene 
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Granica niewtasciwa funkcji 
1. a)—co  b)Heo"€) =c0 

2. a) +00 b) -co c) —0o d) +00 e) —co f) —co 

3. a) +o b) -00 C) +00 d) +00 e) +00 f) -00 

Ciagtos¢ funkcji w punkcie 
2. a) nie b) tak 

Ciagtos¢ funkcji w zbiorze 

1. tylko funkcje fig 

Deol 13) 
Z 3 

Asymptoty wykresu funkcji 

1. a) x =—4-—asymptota pionowa prawostronna (lewostronna nie istnieje) b) nie 

istnieje asymptota pionowa prawostronna anilewostronna  c)x=—1—asymptota 

pionowa lewostronna; x = 1 — asymptota pionowa prawostronna 
Zz, ayxX=—5  b)x=—7 “c)x=Z 

3. a) y= 1-—asymptota pozioma obustronna b) y = 0 — asymptota pozioma prawo- 

eee L 
stronna (lewostronna nie istnieje) c)y=- Ao asymptota pozioma obustronna 

4, a)y=3x-6 b)y=-2x c)y=-x+3 

5. asymptoty pionowe obustronne: x = V3:X==Na asymptota pozioma obustronna: 

ya=2 

Pochodna funkcji w punkcie 

1. a)4 b) 6 C) 5 

2. f'(2)=4,f",(2)=—-1 

Funkcja pochodna 
=) e! 3 z 

1. a) f’(x)=3x*-10x bb) f(x) = — -3 c)-18x°+ 8x3-6x — d) ses 
x (3x -1) 

7) 1 

@)—3xt4+4x% “f) 2x 2 Sa 2exe 

2. a) Wskazowka: funkcja nie jest ciagta w punkcie 0. 

b) Wskazowka: pochodne jednostronne w punkcie 1 sq rézne. 

[oe jeslix <1 

3. fi) = = 
ot jesli x ll 
x 

—9x° + 6x, jesli x €(—00,1 A bier aay 
9x° — 6x, jesli x €(1, +00) 
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Styczna do wykresu funkgji 
ilk 

Ze 

ay 

y=-4x-1 

: 1 
dwie styczne: 1,: Te Sia Pi(3; 1) oraz by = =x 2, P,(-3,-1) 

a) i: y=2, P,(0, 2) oraz 1: y=—2, P,(2,-2) b) Q,(3, 2) oraz Q,(-1, -2) 
4. y=x+1 

Pochodna funkcji a monotonicznosé funkcji 

Ds a) funkcja rosnaca w przedziatach: [-, -2), G} funkcja malejaca w prze- 

dziale Ee 5) 
GueZ 

b) funkcja rosnaca w przedziatach: (-3, -V5), (V5, +00); funkcja malejaca w prze- 

dziatach: (—0, 3), (v5, v5) 

c) funkcja rosnaca w przedziatach: (—2, —1), (1, +00); funkcja malejaca w przedzia- 

tach: (—1, 0), (0, 1) 

d) funkcja malejaca w przedziatach: (0, —2), (—2, 2), (2, +) 

Ekstrema lokalne funkcji 
Le 

a 

Sin(—2) ies 0, Simax(1) = 4,
 Frin(3) =—1 

Groin) = Jmin(-1) = Gmin(1) = 9min(3) =0, Imaxl-2) = 9max(2) =i, Oran 0) = 

. punkty krytyczne: x, = 0, x, =—1, x; = 2; f(0) — minimum lokalne; funkcja f nie ma 

ekstremum w punkcie —1; f(2) — maksimum lokalne 

. punkty krytyczne: x, =—3, x, = 1; f(-3) - maksimum lokalne, f(1) - minimum lokalne 

13 
a) punkty krytyczne: —2 oraz 1; f,,,(—2) = 0; Sinin [<| =-9 a7 

1 
b) punkty krytyczne: —2 oraz 2; f,,,,(-2) = —30—; funkcja f nie ma ekstremum 

w punkcie 2 3 

c) punkty krytyczne: —7 oraz —3; f,..(—7) =—9; fnin(-3) =—1 d) punkt krytyczny: 

22; fain V2) = 1,572 

a) fnin(9) =—3 b) Srnin(2) =O; fact +) =0 

Najwieksza i najmniejsza wartosc funkcji w przedziale 

ik 

Ls 

funkcja f przyjmuje wartos¢ najwiekszq rowng 8 (dla argumentu 2) i wartosé naj- 

mniejsza rowng —55 (dla argumentu 5) 

funkcja f przyjmuje wartosé najwiekszq r6wngq 32 (dla argumentu —2) i wartoSé naj- 

mniejszq rowng —16 (dla argumentu 2) 

nie istnieje wartosé najmniejsza; wartosé najwieksza funkcji fjest rowna 0 

funkcja f nie ma wartosci najwiekszej; wartos¢ najmniejsza jest rowna 6 (przyjmo- 

wana dla argumentu 3) 

a) (3 5) b) (irs) 

44.7 
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Badanie przebiegu zmiennosci funkcji 

1. wykres przyktadowej funkcji f 

2. 0 (0, 3) 3 (3, +90) 
FO) “ 0 2 X + 0 — 

ee 5 0 i yl? a 
fO) 2 max lok ™ min lok oak max lok | — 2 

3. a) D-=R; brak asymptot 

| eat 0 (0, 6) 6 (6, 9) | (9,40) 

f'®) z 0 = 0 a is | + 
ae 0 —108 | +00 

HA) —00 max lok ek min lok ea P | ee 

b) D-= R— {1}; asymptota pionowa obustronna: x = 1; asymptota ukosna obustron- 

Hay y= Xa 

x (—20, 0) 0 (Ot) 1 hee) 2 (2 
HAO S as 0 a ne — 0 + 

Das 0 ee +00 4 +00 

ii) —oO max lok —0 s SSK min lok eed 

c) D-= R— {-1, 1}; asymptoty pionowe obustronne: x =—1 oraz x = 1; asymptota po- 

zioma obustronna: y =—1 

(0, -2)|-2 zie x Gi0)| 0 | Gay aaa ae 

FAG) enor eee Pp ie SEE peat -_ |X 
mie -++00 Pak 4 Ss ++00 re 

i) een nl eal eee PO 
d) D = R— {0}; asymptota pionowa obustronna: x = 0; brak asymptot ukosnych 

x (oo, — 2/2 | _3/2 (= 3/2, 0) 0 (0, 1) il (1, +00) 

fe) - = | = ae 0 7 
+00 i +00 3 +00 

0 
P09 oe L —00 * a | min lok Was 



4. f(x) = 

Odpowiedzi do zadan 

x? 

Xn 
fi D,= (-,-2) U (2, +90); funkcja nieparzysta; asymptota pionowa lewo- 

stronna x = —2; asymptota pionowa prawostronna: x = 2; asymptota ukosna: y = x 

449 

KM (eee 28) Ve2V3 | (23,2) | 2 2a 2a a a 2 oes) 
f(x) + 0 = X = 0 + 

~3V3 oe) 33 oe) 
FR) ee max ™ X i min 7 

lok lok 

ee ey 

Ss . 
N N 

Ba eee ee eee 

\ \ 

* Il N 

Zadania optymalizacyjne 

1. ok.106km/h Koszty sa sumg ptacy kierowcy i kosztow paliwa; opisuje je funkcja 

80 Xx 
Ke) = (= + ah Dy = (50, 140), gdzie d (stata) oznacza dtugos¢ drogi (w km). 

x 

Funkcja K przyjmuje najmniejsza wartos¢ w punkcie ./11 200 (= 105,8). 

3. Geometria analityczna 

Wektor w ukladzie wspotrzednych. Wspoltrzedne srodka odcinka 

Kat miedzy niezerowymi wektorami 

4) =o, = 3 b 

2. A(-—2,5) 

3. a) A,(4, 2) b) BQ 

4. P,(-—3,-4) P,(-1, 

5. S(-3, 2) 

-V10 
1. cosa@= ——, cos 

10 P 

)m= Zp Mile 

,7) 
=) att) 

13V10 
50 

4 
COS) 

5 

P,(3,-1) 
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Diniae {2,2} 

& oe {2-3| 
5 

Rownanie kierunkowe prostej 

1. a)y=x+2 by= Brie c)y=V3x4+1+ V3 

3 3-21 
2. a)y=—-V3x42V3-4 db)y= e ee 

2 3. y=2=x+28 

¢) y==2x+11 

4. A(2, 3), B(2 + V3, 6), C(2- v3, 6) 

Rownanie ogolne prostej 
1. a) 5x+4y-8=0 b)y+5=0 c)x+7=0 

2. X+3V—15=0 oraz x=0 

Kat miedzy prostymi 

1) ay 1e5° Fb) 120° 
2. a) i: 2x—3y+330=0 b)3x+2y-200=0 

-1-v5 -1+¥v5 
3. m ; poe! 

2 2 

OSE OMIEV ONE Ze 

Odlegtos¢€ punktu od prostej. Odlegtos¢ miedzy dwiema prostymi rowno- 

legtymi 

8 
ay ———$-% Orazaxe— 0) 
ae 

, Piineve. Oly Se 

34 265 

3. 12 oraz 2V5 

4, 99x—27y—23=0, 21x+77y+3=0 

Wskazowka: Kazdy punkt dwusiecznej kata jest rowno odlegty od ramion tego kata. 

Pole tréjkata. Pole wielokata 
1. a) A(—2, 2), B(6, 0), C(2, 4) 

b) cosa@= 7N85 45 = 5V34 45-10 
85 34 10 

c) 2(2N2 + 4/17 +~/5) 
d) 12 

2. 88 

3. B(2, 2), D(6, -6) 
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Ane. ( 2): B,{ 28, si) Bs ah BE plaice 
pomece 29’ 29 

Rownanie okregu. Nierownos¢ opisujaca koto 
(x + 3)* + (y—4)?=25 

S(osl) P= NT 
(x—1)?+ (y+ 3)*= 36; pole pierscienia: 312 
S(2a, b); r=|4a—b| 

Zbior A to koto o Srodku w punkcie S,(3, 1) i promieniu r, = 2, zas zbiér B to koto 

o Srodku w punkcie S,(6, 5) i promieniu r, = 4 

6. (x—10)?+ (y+ 4)2= 97; pole tréjkata: 291V3 

ee a ae 

Wzajemne polozenie prostej i okregu. Styczna do okregu 

1. a) prosta jest roztaczna z okregiem 

b) prosta jest sieczna okregu 

2. (—2,-2) 

3. me (-V41, V41); prosta k jest styczna do okregu, jesli m € {—4, 4}; sieczna okregu, 

jeslim e (-4, 4); roztaczna z okregiem, jeslim € (-V41, —4)U (4, V41) 

150 CEES V3. 9+8v3 
4. Vasey hia 5 ay ae 

5. 2X—3y+24=0, 17x-—6y+9=0 

Wzajemne potozenie dwoch okrego6w 
1. a) sa roztaczne wewnetrznie b) przecinaja sie c) sq styczne zewnetrznie 

5 RET (=7+2v11 ae 
= tal oO, 5 = 5 ) 

3, (0,=2), (6,—2) 

il 1 1 
A. = = = I OBA Ve — 
y 1 2 a y, 

jednoktadnoSé. Jednoktadnosé w uktadzie wspotrzednych 

{27A,(25, 3), B,(15,9), C,(19,-3), Pipe, = 48 

Zastosowanie analizy matematycznej w rozwiazywaniu zadan z geometrii 

analitycznej 

(AOE 

a (V6, 2] 
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4. Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa 

Reguta mnozZenia i reguta dodawania 

1. 20 odcinkéw 

2. na 40 sposob6w 

3. a)na72sposoby b)na32sposoby c)na6sposob6w  d)nail6 sposobow 

Wariacje 

1. na 9 sposob6w 

2. a)na10000sposob6w _b) na5040 sposob6w ___c) na 10 sposobow 

Permutacje 
a) 30 ~=—b) 696 c) 288 d) 90 

5040 liczb 

360 liczb 

na 144 sposoby 

na 24 sposoby 

na 1152 sposoby Or A ce else) E> 

Kombinacje 
1a) 202 by 429 cj losers a) kG 
3. a)21odcink6w _ b) 35 trdjkatow 

Kombinatoryka - zadania rézne 

1. a)6kod6w ~~ _b)6kodéw _ c) 12 kodéw d) 3360 kodéw 

2. a) 648 liczb b)90liczb c)300liczb dd) 240 liczb 

Doswiadczenie losowe 
2. np..Q=4(0; 0, 0};(0, 0; RB), (O;R, 0); (R, 0) 0) (RR, OO), (RO Ry (ORE intercon 

3. np. 2 jest to zbiér wszystkich czterowyrazowych permutacji zbioru {A, B, C, D}. 

4. np. Q jest to zbidr wszystkich piecioelementowych kombinacji zbioru ztozonego 

Zoc Kart 

Zdarzenia. Dziatania na zdarzeniach 

1. A’ -zdarzenie ,nie wypadly dwie reszki” 

B' - zdarzenie ,orzet wypadt dwa lub trzy razy” 

C’ - zdarzenie ,,co najmniej raz wypadta reszka’. 

2. AB -zdarzenie ,suma wyrzuconych oczek jest liczba dwucyfrowa i w pierwszym 

rzucie wypadta mniejsza liczba oczek niz w drugim rzucie” 

B- A —-zdarzenie ,,w pierwszym rzucie wypadia mniejsza liczba oczek niz w drugim 

rzucie i suma wyrzuconych oczek nie jest liczba dwucyfrowa” 

AU C-zdarzenie ,suma wyrzuconych oczek jest liczba dwucyfrowa lub liczba oczek 

w drugim rzucie jest catkowita wielokrotnoscia liczby oczek w pierwszym rzucie” 
A C - zdarzenie ,suma wyrzuconych oczek jest liczba dwucyfrowa i liczba oczek 
w drugim rzucie jest catkowita wielokrotnoscia liczby oczek w pierwszym rzucie”. 

Okreslenie prawdopodobienstwa 
1. tak 

2. P(B)=0,75 P(AOB)=0,35 P(B-A)=0,4 
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iz, ; 
3. P(A)= = gdzie A — zdarzenie , wypadta nieparzysta liczba oczek” 

Prawdopodobienstwo klasyczne 

il dial 2 11 
1. P(A) = — P(B) = — EGO) = = AUD \ = = ere ay ie nr) 
fo MDA S) 

3. a)0,1 ~—b) 0,03 

1 a 
4. a) — b) — 

) 6 18 

15 5 
5. a) — — 

16 16 

DoSwiadczenie losowe wieloetapowe 

8 20 
Pai Ph) =< (A) si (B) 57 

fi, (W)SilGy 

il 4 
3. a)— b) = 

) 6 ) 9 

Prawdopodobienstwo warunkowe 
1. 0,4 

Ze 0,0 

oa 

oe 0,0 

Twierdzenie 0 prawdopodobienstwie catkowitym 

1. 0,54 
287 

300 
Niezaleznosc zdarzen 
1. tak 

2.a)0,42  b) 0,46 

5. Elementy statystyki opisowej 

Srednia z proby 
Vea lo, 20'S by loos c) 14s 

2. Pensjonat ,Mewa” 
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Mediana z proby i moda z proby 

og 5K) 
1. a)M,=4, M,=4 Bea! 

Wariancja i odchylenie standardowe 

1X 2 =7,2° o23,4° M,=-10°M,=-—8- 
2. a) 6 ocen dobrych, 9 ocen dostatecznych b)a~0,8 

6. Geometria przestrzenna 

Ptaszczyzny i proste w przestrzeni 

ieajitiubs ~ b) llubsiy yc) * Vd)-4 

Rzut rownolegty na ptaszczyzne. Rysowanie figur ptaskich w rzucie rdwnole- 

glym na plaszczyzne 
2. Nie dzieli, poniewaz wysokos¢é rombu poprowadzona przez Srodek symetrii rombu 

nie dzieli bok6w rombu na potowy. 

Prostopadtos¢ prostych i ptaszczyzn w przestrzeni. Rzut prostokatny na 

ptaszczyzne 

1. Wskazéwka: Wykorzystaj fakt, ze krawedz AB jest prostopadia do ptaszczyzny 

(BCC,B,). 

2. a) Nie, bo chociaz prosta BD jest prostopadta do prostej AC, to nie jest prostopadta 

do prostej OD,, gdzie O jest punktem przeciecia przekatnych kwadratu ABCD b) Tak, 

bo prosta A,D jest prostopadta do prostej AD, oraz do prostej wyznaczonej przez 

Srodki odcink6éw AD, oraz BC,. 

3. Wskazowka: Wykaz, ze prosta AC jest prostopadta do ptaszczyzny (DBB,D,). 

AS ICS|=9 cm. 

Twierdzenie o trzech prostych prostopadtych 

1. Pepp=50cm?. Wskazéwka: Wykaz, ze |<BDE| = 90°. 
Zotak 

Kat miedzy prosta a plaszczyzna. Kat dwuSscienny 

1. -a) 5<cmi b) 5V2 cm c) 5V3 cm 

2. a)45° —-b) 90° c) ok. 64° 

s, ¥6 
6 

Graniastostupy 

1. a) 13cm b) 2V6 cm 

Moy Ch=(5)(So0y, I= S) Onn) 

3. Wskazowka: Porownaj dtugosci odcinkéw AC, oraz AB,. 
4. a)45° —b) 60° 

Ostrostupy 

1. a) nie b) tak 

2. 45° 
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3. Dil) in 

4. 13cm 

Siatka wieloscianu. Pole powierzchni wieloscianu 
mene cM 1 

2. 600(1+2V2) cm? 

3. 16(3 + 2V3) dm? 
4 

5 
: 6(10 + V10 cm? 

. 4cm 

Objetos¢ figury przestrzennej. Objetosé wieloscianéw 
i270 cm* 

V3 
2. PRUE as oe dm 

eV —32 000 cm? 

AV = 1797,5-1 

Przekroje wieloscianow - zadania 

2. tak 

Bes OCI, 54./3 cm? 

A GheiGG,| = Ziel (B,E|: |EB|=12 3 

Wskazowka: Zauwaz, ze nastepujace trdjkaty sq podobne: ADH i FB,E oraz ABE 

i GD,H. 

5. Wskazowka: Pieciokat foremny nie ma ani jednej pary bokéw réwnolegtych. 

Bryty obrotowe. Pole powierzchni bryt obrotowych 

1. 42x cm? lub 562 cm? 

is 
TT 

3. 50n(V2 +1) cm? 
4. 216° 

Sea) acm — b)4cm 

Objetos¢ bryt obrotowych 

ie >. cm 
TU 

2. a) 2000 cm? b) 1200x cm? 

je Lo LAZY 

Zastosowanie analizy matematycznej w rozwiazywaniu zadan z geometrii 

przestrzennej 

PAG 4/3 1283 pe Se ae 
3 3 ti 

2. wysokos¢ puszki 8 cm, promien podstawy 4 cm 

4. wymiary: 2, 2, V2 
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